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S-křivky 

S-kř ivky jsou kř ivky, kteře  př i vhodne m umí ste ní 1 ve sme řu osy x vyjadř ují  gřafy řostoucí ch 

funkcí  zobřazují cí ch mnoz inu ℛ vs ech řea lny ch c í sel na inteřval (a, b), konvexní ch na inteřvalu (-

∞ , 0⟩, konka vní ch na inteřvalu ⟨0, ∞), stř edove  symetřicke  kolem bodu [0, ( a + b)/2].  

Př í klady S-kř ivek: 

a)  gřaf logisticke  funkce 

 

 

 

 

b) gřaf funkce hypeřbolicky  tangens 

 

 

 
1 Viz pozna mku u analyticke ho vyja dř ení  logisticke  funkce. 
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c) gřaf funkce ařkustangens 

 

 

Gřafy př ipomí nají  velke  tiskací  S, odtud na zev S-kř ivky. 

Zastavme se u funkcí , jejichz  gřafy jsou s-kř ivkami zna zořne ny. Př ipomí na m, z e me ř í tko na osa ch 

není  stejne ; není  tomu tak z iniciativy me , ny břz  z te  excelove  (c i excelentní ?). 

■ 

a) y = exp x / (exp x +1) =df logist x 

𝒟 (logist) = ℛ   ℋ(logist) = (0; 1), 2 

logist je řostoucí  funkce, gřaf symetřicky  kolem [0; 1/2] (tedy logist x –1/2 je licha  funkce), 

logist' x =   exp x / (exp x +1)2; logist' 0 = 1/4  

Pozna mka: Stř ed symetřie S-kř ivky nemusí  mí t x-souř adnici řovnou 0; S-kř ivkou je např . take  gřaf funkce  y = 2.exp x / 

(exp x +2), kteřa  zobřazuje mnoz inu ℛ na inteřval (0; 2); stř edem symetřie gřafu te to funkce je bod [ln 2 ; 1]. 

⨀ 

b) y = th x = (exp x – exp (-x))/(exp x + exp (-x))   (Blí z e viz c l. [1]) 

𝒟 (th) = ℛ   ℋ(th) = (-1; 1)  

th je řostoucí  licha  funkce, 

th' x = 1/ch2 x; th' 0 = 1 

⨀ 

c) y = ařctg x 

𝒟 (ařctg) = ℛ   ℋ(ařctg) = (-π/2; π/2) 

ařctg je řostoucí  licha  funkce 

ařctg' x  = 1/(1 + x2), ařctg' 0 = 1 

 

■ 

 
2 𝒟 znac í  definic ní  oboř, ℋ oboř hodnot, ℛ mnoz inu vs ech řtea lny ch c í sel 

https://jirinecas.jetmouse.cz/matematika/HypFun.htm
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Platí   

 logist x = (1/2) (th (x/2) + 1) 

 

Znamena  to, z e funkce logist a th se chovají  podobne , lis í  se jen me ř í tkem na souř adnicovy ch 

osa ch a polohou stř edu soume řnosti gřafu ([0; 1/2], řesp. [0; 0]). 

 

⨀ 

Definujme funkci ařctgnořm x = (2/π) ařctg (πx/2) 

𝒟 (ařctg) = ℛ   ℋ(ařctg) = (-1; 1) 

ařctgnořm je řostoucí  licha  funkce 

ařctgnořm' x  = 1/(1 + (πx/2)2), ařctg' 0 = 1 

 

Zame ř me se na pořovna ní  funkcí  th a ařctgnořm. Ví me, z e ařctg a ařctgnořm se lis í  jen me ř í tky 

na osa ch; podobne  je tomu s funkcemi th a logist s tí m, z e stř edem soume řnosti gřafu funkce 

logist není  bod [0; 0], ny břz  [0;1/2]. Definic ní m obořem obou sledovany ch funkcí  th a ařctgnořm 

je mnoz ina ℛ vs ech řea lny ch c í sel (to je ostatne  nutna  vlastnost funkcí , jejichz  gřafem jsou s-

kř ivky), obořem hodnot otevř eny  inteřval (-1; 1) a obe  jsou liche  (tedy v bode  0 mají  hodnoty 

řovne  0) a jejich deřivace v bode  0 je řovna 1. Na sledují cí  obřa zek ukazuje jejich gřafy; th je 

vyznac en zelene  a ařctgnořm ořanz ove : 
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Přo vybřane  neza pořne  hodnoty ařgumentu x jsou hodnoty obou funkcí  uvedeny i v tabulce; 

omezení  na neza pořne  hodnoty neznamena  z a dnou u jmu, neboť jde o liche  funkce.  

 

x th (x) 
arctgnorm 

(x) 

0 0,000 0,000 

0,01 0,010 0,010 

0,025 0,025 0,025 

0,05 0,050 0,050 

0,1 0,100 0,099 

0,15 0,149 0,147 

0,2 0,197 0,194 

0,25 0,245 0,238 

0,3 0,291 0,280 

0,4 0,380 0,357 

0,5 0,462 0,424 

0,6 0,537 0,481 

0,75 0,635 0,552 

1 0,762 0,639 

1,25 0,848 0,700 

1,5 0,905 0,744 

1,75 0,941 0,778 

2 0,964 0,804 

2,5 0,987 0,841 

3 0,995 0,867 

3,5 0,998 0,885 

4 0,999 0,900 

4,5 1,000 0,911 

5 1,000 0,919 

5,5 1,000 0,927 

6 1,000 0,933 

7 1,000 0,942 

8 1,000 0,949 

9 1,000 0,955 

10 1,000 0,960 

20 1,000 0,980 

50 1,000 0,992 

100 1,000 0,996 

200 1,000 0,998 

500 1,000 0,999 
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Obřa zek i tabulka naznac ují , z e th se k asymptota m blí z í  řychleji nez  ařctgnořm. Da le uka z eme, 

z e jde o vlastnost, jí z  se studovane  funkce lis í  vy řazne . Poc í tejme velikost plochy vymezene  

gřafem funkce f, osou y a asymptotou y = 1, tedy  

 ∫0∞ (1 – f(x)) dx,  

a to jak přo funci f = th, pak přo f = ařctgnořm.  

⨀ 

Nejdř í ve poloz me f = th. V c la nku [1] je uvedeno, z e  ∫ th x dx = ln ch x (vztah (6.3), jde na m o 

vy poc et uřc ite ho integřa lu, a přoto aditivní  konstantu C zde nevyjadř ujeme), a tak 

 ∫0∞ (1 – th x) dx = [x – ln ch x]0∞ . 

V dolní  mezi, tedy přo x = 0, jsou mens enec i mens itel řovny 0 (ch 0 = 1; ln 1 = 0), a tedy  

 ∫0∞ (1 – th x) dx = limx→∞  (x – ln ch x). 

Zde jde o neuřc ity  vy řaz ∞ – ∞. Oznac me tuto limitu w; poc í tejme 

 exp w = limx→∞ exp (x – ln ch x) = limx→∞ (exp x / exp ln ch x) = 

              =  limx→∞ (exp x / ch x )  =  (limx→∞ ex / ((ex + e-x )/2)) = 2, 

a tedy 

  w = ∫0∞ (1 – th x) dx = ln 2. 

Velikost plochy vymezene  gřafem funkce th, osou y a asymptotou y = 1 tedy je konečná a ma  

hodnotu ln 2. 

 

Nechť nyní  f = arctgnorm.  Poc í tejme tedy 

 ∫0∞ (1 – ařctgnořm x) dx = ∫0∞ (1 – (2/π) ařctg  (πx/2)) dx  = 𝒜  

Pouz ijeme substituc ní  metodu přo uřc ity  integřa l; př i linea řní  substituci t = πx/2, tedy x = 2t/π, 

dx = (2/π) dt meze 0 a ∞ zu sta vají  beze zme ny. Pokřac ujme tedy ve vy poc tu (vy poc et přimitivní  

funkce k funkci ařctg je naznac en v textu  [2] na stř. 3 a 4).  

  𝒜  = ∫0∞ (1 – (2/π) ařctg  t) (2/π) dt =  (2/π)  ∫0∞ (1 – (2/π) ařctg  t) dt =  

             = (2/π) [t – (2/π) (t ařctg t – (1/2) ln (1 + t2)]0∞  = 

              =  (2/π) [t (1 – (2/π) ařctg t) + (1/π) ln (1 + t2)]0∞ = ℬ  

Dosazení  dolní ch mezí  ve vy řazu ℬ vede k nulovy m hodnota m. Poc í tejme limity obou sc í tancu  

nekonec nu: 

 limt→∞  t (1 – (2/π) ařctg t) = limt→∞   (1 – (2/π) ařctg t)/t-1 = 𝒞  

Vy řaz jsme př epsali tak, aby s lo o vy poc et limity neuřc ite ho vy řazu typu 0/0 a mohli jsme pouz í t 

l'Hospitalovo přavidlo: 

 𝒞 =  limt→∞   (-(2/π)/(1 + t2))/(-1/ t2) = 

                   =  limt→∞   ((2/π)/(1 + t-2)) = 2/π 

Přo dřuhy  sc í tanec platí   

            limt→∞   (1/π) ln (1 + t2) = ∞,  

https://jirinecas.jetmouse.cz/matematika/HypFun.htm
https://jirinecas.jetmouse.cz/matematika/4MM101_2020jaro_cv.09-2.pdf
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a tedy 

 ∫0∞ (1 – ařctgnořm x) dx = ∞. 

 

Zatí mco velikost plochy vymezene  gřafem funkce th, osou y a asymptotou y = 1 je konec na  a je 

řovna ln 2, tak velikost plochy vymezene  gřafem funkce ařctgnořm, osou y a asymptotou y = 1 

konec na  není . Tí m se funkce th a ařctgnořm výrazně liší. Vzhledem k tomu, co jsme zmí nili o 

vztahu funkcí  logist a th, a pak o vztahu ařctgnořm a ařctg; plocha vymezena  asymptotou, osou y 

a gřafem funkce logist ma  konec nou velikost, zatí mco plocha vymezena  asymptotou, osou y a 

gřafem funkce ařctg konec nou velikost nema . 

 

Praha, 14.2.2024  

 

Liteřatuřa 

[1] Nec as, J.: Hypeřbolicke  a hypeřbolometřicke  funkce. In: Mundus Symbolicus 26, 2018, s. 19 

[2] Nec as, J.: https://jiřinecas.jetmouse.cz/matematika/4MM101_2020jařo_cv.09-2.pdf 

 

 

 

 

  

 

 

https://jirinecas.jetmouse.cz/matematika/HypFun.htm
https://jirinecas.jetmouse.cz/matematika/4MM101_2020jaro_cv.09-2.pdf

