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Odmocnina z matice radu 2

Jsem starec, matematik v.v., nicméné stdle mam matematiku rdd, avsak nejsem s to tvofit nic jiného
neZ psdt pro disk (dFive se rikalo "pro Suplik"). Hleddni odmocnin z matice mé zaujalo. Nevzpomindm
si, Ze bych nékdy o ném Ccetl (je to ovsem mnohem slabsi tvrzeni, neZ kdybych fikal, Ze jsem o ném
nikdy necetl). Vzhledem k véku (blizi se mi krdsné jubileum v mé oblibené usporné trojkové soustavé —
psdno pred zacdtkem adventu 2025) a zdravotnimu stavu (vyjddfenému diagndzou, citim se ovsem
docela dobre), ddvam text na web, i kdyZ bych se rad k nému jesté vracel, doplnil ilustracnimi priklady
a tfeba i néco opravil. Rdd bych vnesl i vice porddku do Cislovdni "vzorcG". Pfipadné pripominky mi
muZete psdt na e-adresu JiNel944@centrum.cz

RNDr. Jiri Necas

Necht P=|p q|. Odmocninou z matice P nazveme kaZdou takovou
Ir s|
matici X = |x y|, pro niz X2 = P.
lu vl
K dané matici P (v celém Clanku se omezime na matice druhého rddu nad télesem
redlnych cisel) nemusi existovat Zddna odmocnina, miiZe existovat nenulovy
konecény pocet! odmocnin i nekone¢né mnoho odmocnin. Cisla p, g, r, s budeme
nazyvat prvky matice P. Vyjadireme nyni pomoci prvkl matici X2:
X2=|xz+yu  y(x +v)| (1)
lu(x+v) v+ yul
Abychom k dané matici P nasli jeji odmocniny X, budeme resit soustavu 4
nelinearnich rovnic
xX2+yu=p (A) yx+v)=q (C)
ux+v) =r (B) vi+yu=s (D)

0 4 neznamych x,y, u, v.

Z véty o nasobeni determinanti plyne, Ze det P = (det X)2, coZ znamena, Ze nutnou
podminkou, aby existovala odmocnina z matice P, je, Ze det P = 0.
Pokud det P = 0, je matice P singularni, v opa¢ném pripadé€ je regularni.

Zabyvejme se nejdiive odmocninami ze singularnich matic a potom prejdeme k
odmocninam z regularnich matic s kladnym determinantem. Odmocnina ze
singularni matice je singularni, odmocnina z regularni matice je regularni.

" Ten je vzdy sudy
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A. Odmocnina ze singularni matice radu 2

Matice P je singularni, pravé kdyz jeji determinant ps — gr = 0, coZ znamena ps =
qr. Pak ovSem je nulovy i determinant odmocniny X z matice P, to znamena

Xv =yu. (2)
Pomoci této rovnosti upravime rovnice (A) a (D):

X2+xv=p (AO) y(x+v) =q Q)

u(x+v) =r (B) V24XV =5, (DO)
tedy

X(x+v) =p (A1) yx+v) =q (C1)

u(x+v) =r (B1) v(x+v) =s. (D1)

Sectenim rovnic (A1) a (D1) dostaneme
(x+Vv)Z=p+s,

tedy
pokud p + s < 0, odmocnina z matice P neexistuje,
pokud p + s> 0, musi platit x + v= 6V(p + s), kde 8 =*1,
pokudp +s=0,jetaké x+v=0.2

A1. Zabyvejme se nejdrive pripadem . Plati x + v = 6V(p + s).
Ze vztahi (A1) az (D1) dostaneme:

x=p/(V(p+s) (A2) y=q/(8V(p+s)) (C2)
u=r/(8¥(p+s)) (B2) v=s/(6V(p+s)) (D2)
To znamena
X=p/(V(p+5) q/(V(p+9)I, (3)
Ir/(V(p+s) s/(6V(p+9)l
tedy
X=+(1/N(p+s)P (39

A2. Prejdéme nyni k ptipadu, kdy . Necht nejdrive p=s=0.
Soustava rovnic (A1) az (D1) tedy bude vypadat

2 Souc¢tlim prvkd v hlavni diagonale se fika stopa matice. V tomto ¢lanku se o vlastnosti stopy
nebudeme opirat.
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xX(x+v)=0 (A3) y(x+v)=q (C3)
ux+v) =r (B3) v(x+v) =0. (D3)

Z rovnic (A3) a (D3) plyne

x+v=0V (x=0Av=0), coZovSem znamend x + v = 0, a tedy podle (B3) a (C3)
musi bytig =0, r=0, tedy P musi byt nulova matice. Zjistili jsme tak, Ze jedind
singuldrni matice s nulovou hlavni diagondlou, k niZ existuje odmocnina, je matice
nulovad.

V tomto pripadé (kdy P je nulova matice) vSak z rovnic (A3) aZ (D3) nedostavame
Zadné omezeni pro y a u. ProtoZe matice je singularni, soucin prvki na hlavni
diagonale je nulovy, musi byt nulovy i soucin prvki na vedlejsi diagonale, tedy y =
0 V u = 0. Druha z téchto proménnych miiZe byt libovolna. Necht tedy z je
libovolné realné cislo. Pak

0 0]2=]0 z|*> =0 0
lz 0| |0 0] [0 O

Nyni predpokladejme,Ze p +s=0,p #0,s # 0, tedy s = -p.

ProtoZe det P = 0, bude NaSe soustava rovnic nyni vypadat
xXx+v)=p (A3) y(x+v)=ap (C3)
u(x+v) =-p/a (B3) v(x+vVv) =-p, (D3)

kde a je libovolné realné nenulové c¢islo. Se¢tenim rovnic (D3) a (A3) dostaneme
(x+v)2=0, tedy x + v=0. Pro y dostavame podminku y.0 = ap, kterou nelze splnit.
Soustava nema tedy reSenti, jinymi slova odmocnina ze singularni matice tvaru

| p ql
I-p%/q -p|

neexistuje.
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Shrnuti. Pro singuldrni matice P = |p q| tedy plati:
|r sl

JestliZze p + s < 0, odmocnina z matice P neexistuje.

JestlZe p + s > 0, existuji dvé odmocniny z matice P, podle (2) to jsou

X1 = |p/Np+s) q/V(p+9)|
Ir/Np+s)  s/V(p+59)l
a
X2 = X1 =|-p/V(p+s) -q/V(p+s)|

-r/N(p+s)  -s/V(p+s)]
Jestlize p + s = 0 a P neni nulova matice, odmocnina z matice P neexistuje.

JestliZe P je nulova matice, prislusi ji nekone¢né mnoho odmocnin, je ji kazda
matice, ktera ma v hlavni diagonale a aspoii na jednom misté vedlejsi diagonale
nuly; druhy prvek ve vedlejsi diagonale mtiZe byt jakykoli.
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B. Odmocnina z regularni matice radu 2
B1. Reseni ulohy

Necht P je nyni regularni matice fadu 2. Budeme hledat takovou matici X, pro niz
plati X2 = P. Determinant regularni matice je rtizny od nuly. Podle véty o nasobeni
determinanti je det P = (det X)2. PoloZme d = |det X|. Je zfejmé, Ze k tomu, aby
odmocnina z reguldrni matice P existovala, musi byt det P > 0. Plati det X = xv - yu
=yd, kde y = 1, a tedy

yu=xv-yd. (4)
Dosad'me odtud do (A) az (D).

X2+xv-yd=p (A4) y(x+v)=q (C4)

ulx+v)=r (B4) vZ+xv-yd=s (D4)
Tedy

x(x+v) =p+yd (A5) y(x+v)=q (C5)

ulx+v)=r (B5) v(x+v)=s+yd (D5)

Nyni secteme (A5) a (D5), dostaneme

(x+Vv)2 =p+s+2yd, (E)
tedy

x+v=6V(p+s+2yd),
kde 6 = +1.
Aby vyraz bylo moZno odmocnit, musi byt splnéna nerovnost

p+s+2yd=0. (5)

Platiy=1Vy=-1.

Vénujme se postupné pripadtim

a) p+s >2d, (5a)
b) p+s €(-2d, 2d) (5b)
c) p+s=2d (5¢)
d p+s=-2d (5d)
V pripadé a) plati nerovnost

p+s+2yd>0. (5")

jakproy=1,tak pro y=-1,
v pripadech b) a ¢) pak nerovnost (5') plati jen pro y = 1.

Vyjadrovat dale pomoci matice X
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Vénujme se nejdrive ptipadua) (p +s > 2d).

Z rovnic (A5) aZ (D5) po dosazeni za x + v a nasledujicim vydélenim obou stran
souttem x + v = &V(p + s + 2yd), dostaneme 4 riizna fe$eni pro nezndmé x, y, u, v
(parametry y i 6 zde mohou nabyvat hodnot jak 1, taki-1):

x= (p+yd)/(6V(p +s + 2yd)) (A6)
u=r/(6V(p +s+2yd)) (B6)
y=q/(6V(p+s+2yd)) (Cé6)
v= (s+yd)/(6V(p + s+ 2yd)) (D6)

V pripadé b), kdy p + s € (-2d, 2d), je nerovnost (5) splnéna jen pro y = 1, a tak
dostaneme 2 riizna reseni (pro § = +1):

x= (p+d)/(6V(p +s +2d)) (A7)

u=r/(6V(p +s+2d) (B7)

y=q/(8V(p +s+2d)) (C7)

v=(s+d)/(6V(p + s+ 2d)) (D7)
Vénujme se nyni pripadu d). Tam y =1, p + s = -2d. Podle (E) je

x+v=0. (F)
Ze vztahtl (A5) az (D5) mame

x0=p+d =0 (A8) y0=q =0 (C8)

ul=r =0 (B8) v.0=s+d =0 (D8)

Tedy pripad d) nastane jediné v pripadé, kdyg=r=0ap=s=-d, kded je
libovolné kladné cislo.

ZapiSme vztay (A8) az (D8) jako soustavu rovnic:
x0 =0 (A9) y.0=0 (C9)
u0=10 (B9) v.0=0 (D9)

Neznamé x, y, u, v mohou nabyvat libovolnych hodnot. Stale vsak plati podminky x
+v =0 (F)axv-ys=d2 Znamena to, Ze pokud p + s = -2d, ma odmocnovana
matice tvar

P =|-d 0
|0 -d
a jeji odmocninou je kazda matice tvaru
X=1 x Y1
|(-x*+d)/y x|,

kde x je libovolné realné cislo a y libovolné nenulové realné ¢islo.
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V pripadé c) spojime avahy z pripadii b) a d). [ zde totiZ podminkdm tlohy
vyhovuje vyjadireni prvka hledané matice X pro parametr y = 1 pomoci vztaht
(A7) aZ (G7). Pro parametr y = -1 miiZeme uvazovat obdobné, jak jsme to délali v
pripadu d). Vztahy (A8) aZ (D8) nabydou tvar
x0=p-d =0 (A8") y0=q =0 (C8")
ul0=r =0 (B8") v.0=s-d =0 (D8")
Vztahy (A9) az (D9) budou vypadat aplné stejné.
Neznamé x, y, u, v mohou nabyvat libovolnych hodnot. I zde stale plati podminky x

+v =0 (F)axv-ys=d2 Znamena to, Ze pokud p + s = 2d, ma odmocnovana matice
tvar

P =|d O
|0 d
a jeji odmocninou je kazda matice tvaru
X=1 x vl
|(-x2-d)/y -x|,

kde x je libovolné realné ¢islo a y libovolné nenulové realné ¢islo.

B2. Prehled

Necht P =|p q| je regularni matice radu 2. Hledame mnoZinu matic
Ir s

X =|x y|, které jsou odmocninami z matice P, tedy takovych, Ze X2 = P.
lu vl

Pokud det P < 0, Zddna odmocnina z matice P neexistuje. Pokud det P > 0,
oznaéme d = Vdet P. Struktura mnoZiny odmocnin z P zale#{ na vztahu souétu p +
s s Cislem d; jde o nasledujicich pét vycerpavajicich ptipadu:

a)p+q>2d,
b) p+q=2d,
c)-2d<p+q<2d
d)p+q=-2d,
e)p+q<-2d

Odvozeni jsme uvedli v ¢asti B1.

Necht J je jednotkova matice radu 2.
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Oznac¢me nyni
c1=1/V (p+q-2d),
c2=1/V (p + q + 24d).
P, =P-dJ
P, =P +dJ
Cislo c1 je definovano jen pro pripad a), cz pro pripady a) aZ c).

V pripadé a) existuji k matici P ¢tyri odmocniny:

X1= c1Ps,
X2= 2P,
X3= -c1Py,
Xs= -c2Pa.

V pripadé b) existuji k matici P dvé odmocniny

X2= 2P,
Xa= -C2P2,
apokud p=s=d,q=r=0, tak jesté nekonecné mnoho odmocnin tvaru
X=1] x Y
|(-x>+d)/y  -x|,

kde x je libovolné realné ¢islo a y libovolné nenulové realné ¢islo.

V pripadé c) existuji k matici P dvé odmocniny

X2= 2Py,
X4= -C2P2.
V pripadé d) pokud
p=s=-d, q=r=0, (G)
existuje k matici P nekonetné mnoho odmocnin tvaru
X=1 x Y1
|(-x>-d)/y x|,

kde x je libovolné realné cislo a y libovolné nenulové realné c¢islo. Pokud
podminka (G) neni splnéna, odmocnina z matice P neexistuje.

V pripadé e) odmocnina z matice P neexistuje.



