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Vlci a zajici v pohadkovém lese

Jiri Necas

Vstupujeme do pohddky o jednom zvl4stnim lese. Ona ovSem celd pohddka to bude pon¢kud
zvlastni. Nebudou v ni vily ani krdlové, a dokonce ani vlkodlaci, bludi¢ky ¢i jind strasidla, jak by se
pro pohdadkovy les sluSelo a patfilo. ProtoZe vSak tam porddek véci bude pon¢kud jiny nez ve
skuteCnosti, piivlastek "pohddkovy" mu upirat nebudeme. A aspon pro princeznu v ni misto najdeme.
V lese si budeme vsimat vlki a zajicti. Vegetaridnsti zajici se o sebe postaraji, rostlinné stravy je
dostatek, a vlkim poslouZi jako zdkladni zdroj obZivy. Pozornost vénujeme tomu, jak se méni velikost
vI¢i a zaje¢i populace. Vlkiim role predatort sedi. Zajici by asi patfili spi§ na pole a vici by mohli mit
jinou zédkladni lahtiidku, ale tim by se nim komplikoval systém oznaCovani — proménné veli¢iny
znadivame pismeny z konce abecedy, a tak se nim bude hodit v pro vlky a z pro zajice.' Nebudeme
vSak témito pismeny ozna¢ovat mnozZstvi sledovanych zvitat, nybrz odchylky jejich poctu od stfedn{
hodnoty.

Cim vétsi bude zajeci populace, tim 1épe se vlkiim povede, coZ vici na rozdil od nas lidi
nepromitnou do vétsi "osobni spotieby", ale zkratka budou se vice mnozit. A protoze piirtstek
veli¢iny vyjadiuje derivace’, miiZzeme tuto zavislost matematicky vyjadiit rovnici’

vi=az
kde a je kladna konstanta, vyjadiujici zavislost fertility vlkd na dostupnosti potravy. Tato rovnice
ovSem popisuje vyvoj vI¢i populace i v dobach zlych, kdyzZ je zajict malo (jejich pocet je mensi nez
stiedn{ stav, tedy odchylka z od stfedni hodnoty je zdpornd) a vlki ubyva (v' < 0).

Jak tedy vyvoj vI¢i a zajeci populace funguje? KdyZ vlki ptibude, budou se zajici piili§ ¢asto
stavat potravou vlki, takze jejich populace bude slabnout - ¢im vétsi bude "nadstav” (pocet nad stfedni
hodnotou) vlki, tim vice bude zajict ubyvat, ¢im vétsi bude podstav (pocet pod stiedni hodnotou)
vlkt, tim vice budou zajici pfibyvat. Zména mnozstvi zajicii tedy bude mit obracené znaménko nez
odchylka poctu vlkli od rovnovazné podoby; pravé uvedenou dvahu miizeme vyjadrit rovnici

Z’:'bv)

! PFi tom si uv&domime, jak piijemny jazyk je Gedtina, Ze nam takovouto moZnost

poskytuje.

2 Nezavisle proménnou velidinou Jje zde &as t; jeho jednotka miZe byt
libovolnéd, av3ak pro celou Uvahu pevné zvolend; vhodnéjsi zde bude
pfedstavit si ji jako den ¢&i tyden nez jako sekundu, ve fyzice béiné
uzivanou.

® Polet zajict i podet vlkd jsou pifirozend &isla, kterd netvofi hustou mnoZinu, a
tak pokud neni Jjejich pocet konstantni, nemiZe Jjejich zavislost na Case byt
vyJjadrena spojitou (a tedy ani derivovatelnou) funkci. Vzhledem k vyhodnosti
prostfedkll matematické analyzy jeji apardt zde pouZivame s tim, Ze p¥i dostatecné
velkych poCtech malou celoCiselnou zménu mizeme povazZovat za spojitou. Jiny moZny
pristup je nevyjadfovat velikost populace poltem kusu, nybrz jeji celkovou
hmotnosti. Pak derivace podle casu md smysl, avsSak zas narazime na jiné problémy -
vlci Zerou "v davkach", jak nakladat s hmotnosti zardousSenych, avsak jesté
nesezranych hlodavca atd.
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kde kladna konstanta b vyjadiuje zdvislost piirstku zajicti v zavislosti na mife ohrozeni vlky. Uréeni
konstant @ a b nechme princezné€. Nase princezna je jind neZ jaké obvykle v pohddkach byvaji.
Kréasnymi dlouhymi kastanovymi vlasy, velkyma dobro vyzaiujicima o¢ima, milym dsmévem,
cudnosti a skromnosti své tradi¢ni pohddkové kolegyné piipomind, av§ak misto nepraktickych
princeznovskych $att ma zelené tricko s ndpisy E = m ¢*, E= hf, F=E - T § a hnédé dziny; barvou
obleceni tak vyjadiuje lasku k lesu, jehoZ se nase pohddka tyka. A co je dilezité, nase princezna ma
maly doktorat ze zoologie a PhD. z ekologie. Népisy na triCku ukazuji k fyzice; princezna totiZ vi, Ze
vSechny procesy v zoologii i v ekologii museji byt v souladu s fyzikdlnimi zdkony. A vi také, jak
uzite¢ny ndstroj pfi poznavani je matematika, a tak s ur€¢ovanim konstant pocka, aZ bude mit
matematicky model lesa zpracovany. My jej budeme feSit spolu s ni.
Méme dv¢ rovnice, které vazi vI¢i a zaje¢i populaci. Co vSak s nimi? Nejdiive je zderivujeme .
Dostaneme:
v'i=az,

"=-bv.
Nyni za prvni derivace dosad’'me z naSich pivodné sestavenych rovnic:

vi=-abv,

"=-abz
Pro ob¢ populace dostdvame stejné rovnice. Pfevedeme v nich ¢leny z pravé strany na levou:

vi+abv=0,

7"+abz=0.

Protoze a i b jsou kladnd ¢isla, je jejich soucin rovnéz kladny a bude uZite¢né se na n¢j divat jako na
druhou mocninu urc¢ité veliCiny, kterou ozna¢ime @, tedy

ab=a.

Jak odchylka poctu viki, tak odchylka poctu zajicti od své stiedni hodnoty se fidi stejnou diferencidlni
rovnici:
V'+ @' v =0,

"+ & z7=0.

Jde o homogenni (krdtkou) linedrni diferencidlni rovnici druhého fadu s konstantnimi koeficienty.
Kofteny jeji charakteristické rovnice
A+ar=0
jsou ryze imagindrni: @i a -wi. Znamena to, Ze feSeni rovnic miizeme vyjadrit ve tvaru
v=K;cos (ot) + K>sin (@ 1),

z=Cicos (wt) + Cysin (@1).
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Konstanty K, K, C; a C, lze urcit na zéklad¢ pocateCnich podminek, pficemz mezi vI¢imi
konstantami K, K, a zaje¢imi konstantami C;, C, existuje souvislost, jejiZ konkrétni tvar si ukdZzeme.

Uvedli jsme feSeni diferencidlnich rovnic ve tvaru, v jakém byva v ucebnicich ptedkladéno,
tedy jako linedrni kombinaci dvou linedrni nezdvislych (bazickych) feSeni. Praktici vSak d4vaji
prednost jinému vyjadreni, které ddva nazornéjsi predstavu o jeho prubéhu:

v=Ksin (ot + y),
z=Csin (ot + @),
pfi¢emZ konstanty v a ¢ lze volit z intervalu (- n/2, m/2>.

Dosud sledujeme prakticky symetricky vyvoj vI¢i i zaje¢i populace. Abychom zjednodusili
vyjadfovani, vybereme si jednu z nich, jejimuz popisu budeme davat piednost. Nase vzdélana
princezna dobfte vi, jak uzitecné pro zdravi lesniho spolecenstvi jsou Selmy, nicméné jejimu jemnému
princeznimu srdci jsou piece jen bliZ8i zajici. A proto na zajeci rovnici si ukazme, jak spolu souviseji
konstanty z jednotlivych vyjadfeni feSeni nasi diferencidlni rovnice:

C, = C sin ¢,
C,=C cos ¢,
C=(Cr+ )™,
@ = arctg (C; /C5).
Uvedené vztahy si ¢tenaf miiZze ovéfit pomoci vztahu pro vyjadieni sinu a kosinu souétu dvou
argumenttl.

Princezna tedy vi, jak pro zdravy vyvoj populace zajict jsou vici uzite¢ni. Co by se stalo,
kdyby vici v lese nebyli? Pferusme nase premysleni o vzajemném ptisobeni obou populaci a zkusme
se zamyslet, jak by se nad zaje¢i populace vyvijela v lese bez vlkd. Pokud se jim dobfe povede, budou
se zajici mnozit. Cim vice zajicti bude, tim vice mezi nimi bude zaje¢ich maminek a tatinkil, a tedy tim
vice jich bude piibyvat. To mizeme vyjadtit diferencialni rovnici*

Z'=kZ,
kterou miZeme napsat ve tvaru standardnim pro linedrni diferencidlni rovnice s konstantnimi
koeficienty

Z' - kZ=0.

Urceni kladné konstanty k zas nechdme zooloZce-ekoloZce princezn€ a my pomoci charakteristické
rovnice

A-k=0
najdeme feSeni diferencidlni rovnice, které vyjadiuje, jak by se s Casem méniilo mnoZstvi zajict:

Z=7¢"

“ V tomto pripadé neméme k dispozici néjakou stfedni hodnotu pocltu kralikd, nebot

oni se stdle mnozi. Proto pracujeme s jejich celkovym pocCtem, a k jeho oznaceni
pouzijeme pro odlisSeni velké Z.
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Pocet zajict by tak exponencidlng rostl nade v§echny meze. Pochopitelné, a¢ jsou skromni vegetaridni,
jednou by jim prestala stacit lesni vegetace k obZivé, zacali by si piekdZet, podminky distojného
zajeciho Zivota by prestaly existovat. Vyvoj zajeci populace by se prestal fidit rovnici odvozenou za
predpokladu, Ze se zajicim vede dobfe. V lese by se prosté nedalo normalné Zit. Doslo by ke kolapsu.
A tak diky vlkiim, Ze k tomu nedochézi!

Podobng¢ je tomu s kazdym exponencidlnim riistem populace. Na rozdil od zajict jsou lidé
vybaveni rozumem a vuli. V nékterych oblastech lidska populace stdle vyrazné roste, avSak
celosvétove veétsim problémem, ktery miZe znamenat zhorSovani podminek lidského Zivota, je rust
narocnosti, riist spotfeby. A tak se nabizi otdzka, zda tfeba souc¢asnd ekonomicka krize nema lidem
pomoci podobng jako vici pomahaji zdravému vyvoji zajeci populace. Pak ov§em ty riizné
protikrizové balicky, Srotovné apod. pfipominaji jakési piipadné nemoudré snahy zajecich pohlavari
vlky cilevédomé’ vyhubit.

Vrat'me se vSak k lesu, kde se navzajem ovliviji zaje¢i a vICi populace. Zderivujme feSeni
diferencidlni rovnice pro vlky, a to v nasem "praktickém" tvaru::

vi=wKcos (ot +w).
Do vztahu v' = a z dosad’me za v’ a za z vyjadieni vyjadiujici zavislost na Case:
wKcos (ot +w)=aCsin (ot + @).

Porovnévat kosinus se sinem bude snazsi, kdyz si uvédomime, Ze plati identita

cos x = sin (x + 7/2)
(overime ji zas jednoduSe pomoci vztahu pro sinus souctu dvou argumentt s tim, Ze sin(w/2) = 1,
cos(n/2) = 0). Pouzijeme-li tento vztah na kosinus vyskytujici se v derivaci poctu vlkii, dostaneme

oK sin(ot+y+n/2)=aC sin(wt + ).
To znamena, Ze
K=aClo
w =9 — m2

Vyvoj nasich populaci tedy miizeme vyjadfit ve tvaru

z=Csin (ot + @).

v=(aC/w)sin(wt+ ¢ — 1/2),

popiipadé (protoZe & = a b)

z=Csin (ot + @).

v=C(alb)"* cos(wt+ ¢).

Konstanty C a ¢ jsou urCeny po¢ate¢nimi podminkami. Jestlize za¢neme ¢as méfit, kdyZ stav zajicl
bude roven stfedni hodnot¢ a bude rist, bude "fazova" konstanta ¢ rovna nule. Vzhledem k tomu, ze

funk¢ni hodnoty funkci sinus a kosinus se pohybuji mezi -1 a 1, vyjadfuje konstanta C maximdln{

5 . L e x s L. L e . . .
Jsme v pohddce, a tam takové cilevédomé pocindni zajeli populace Jje mozZné.
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moZnou odchylku poctu zajicti od stfedni hodnoty. Maximalni mozna odchylka K stavu vlki neni

) z P . ) v o\ z sz oave 172
veli¢inou na této nezdvislou, je totiZ rovna a C/ @, coz mizeme také vyjadiit ve tvaru C (a/b)".

Povsimneme si, Ze plati K / C = (a/b)"”*

, tedy
alb=(K/C).

Pro sestaveni rovnic jsme ud¢lali fadu zjednodusujicich predpokladii. Konec konct,
pohadkové populace vlki a zajicti se jimi mohou Fidit. Dosli jsme k vysledku, Ze ob¢ osciluji kolem
rovnovazné polohy, pficemz vyvoj vI¢i populace je o Ctvrt periody (pfipomeiime, Ze perioda funkci
sinus a kosinus je 2 w) napied pied populaci zajeci, coZ mlizeme vyjadfit i tak, Ze je-li vyvoj zajeci
populace vyjadten (pfi vhodné volb¢ métitka) grafem funkce sinus, vyjadifuje graf funkce kosinus
vyvoj populace vI¢i. Konstanty imérnosti a a b z linedrnich zdvislosti mezi v' a zamezi z' a v se
promitnou jednak do poméru mezi amplitudami, jak jsme jiz pfed zac¢atkem tohoto odstavce zminili,
jednak do délky T, trvani periody,

To=2n/®=2n/b)",
odkud mizeme vyjadrit sou¢in konstant ¢ a b ve tvaru
ab=4n/T.

Pokud princezna znd amplitudy K a C, s nimizZ velikosti populaci osciluji podle rovnovdzné
polohy, a periodu T tohoto kolisani®, snadno vypoéitd konstanty a a b, které vyjadiuji, jak vyrazné
zména jedné sledované veli¢iny zavisi na hodnot¢ velic¢iny druhé:

a=2nK/(TCO),
b=2nC/(TK),

Pocty zajict i vika v lese se méni, avSak systém je tak nastaven, Ze stfedni hodnota zlstava
stald. Kdyby kvuli né¢jakému vnéjSimu zasahu doslo ke zméné nékteré z konstant a ¢i b, ovlivni to
pomér amplitud obou populaci a délku periody, avsak regulacni schopnost bude trvat, pokud nebude
zména prili§ velka, tfeba pokud velikost nékteré z populaci neklesne na nulu; vymieni zajici by mélo
za nasledek vymieni vlki, vymieni vlkii samo by v§ak znamenalo nekontrolovany rast zaje¢i
populace, coZ by, jak jsme si uz fekli, znamenalo pro zajice také katastrofu.

Model, ktery jsme feSili pomoci soustavy dvou linedrnich diferencidlnich rovnic 1. fadu
(prevedenim na feSeni linedrni diferencidlni rovnice 2. fddu), je velice zjednodusujici. To neni nic
pohadkového. V praxi kviili mozZnosti modelovat redlnou situaci tak, abychom ji mohli fesit
analyticky, velice Casto zjednoduSujeme. Snad jsme tim vSak vystihli podstatu regulace, kdy je n¢kterd
veli¢ina udrzovana v oscilacich kolem urcité rovnovdzné polohy pomoci jiné, negativni zpétnou vazbu
zprostfedkovavajici veli¢iny. Pomoci zcela elementdrni teorie diferencidlnich rovnic s jednou
nezndmou funkci jsme ud¢lali matematicky model s dvéma v Case se na sob¢ zdvisle ménicimi

veli¢inami, tedy s dvéma nezndmymi funkcemi ¢asu.

® V nadem pohadkovém svété& je &as homogenni, tedy né&jaké kolisani zplisobené
ro¢nimi obdobim zde nenastava.
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Regulace udrZuje urcité parametry v danych mezich. Pokud dojde k jejich pfili§ velkému
vychyleni, pfestava fungovat. Pro spoustu riznych velicin, které miizeme na Zemi méfit, existuji
takové vzdjemné slozZité provdzané mechanismy, které udrzuji jejich Zadouci hodnoty v potfebnych
mezich. Bez nich by na Zemi nebyl lidsky Zivot mozny. Clovék si po¢ind viak &asto bezohledng, takze
muzZe hodnoty téchto pro Zivot dilezitych veli¢in vychylit natolik, az regula¢ni mechanismy selZou.
Nelze ptesné zjistit, v jakych mezich regulace funguje, nicméné¢ kazdopadné lidska rozpinavost
predstavuje vdzné nebezpeci pro fungovani toho, co je podminkou Zivota.

Vztahy ve skutedném svété jsou nesrovnatelné slozit&j$i nez v pohadkovém lese. Ulohu nasi
princezny v ném hraji tymy védct. Zjednoduseny pohadkolesni model jsme snadno vyiesili s vyuzitim
elementarnich znalosti o diferencidlnich rovnicich. Nase soucasné lidské védomosti o svété slouzi k
sestaveni rozsahlych modeld, které se fesi na pocita¢ich. Ani ty se neobejdou bez zjednodusovani. O
svéte a zdkonitostech v ném platnych toho vime stdle vice, a pfi tom stdle vice a vice pozndvame,
kolik toho nevime. Zdravou lidskou reakci by méla byt rostouci touha po poznéni’ a zaroven s ni i
velikd pokora a iZas nad tim, jak zemsky systém funguje. K tomu vSak patii i cilevédomd snaha jeho
fungovani neublizit. A to vSe vyZaduje hluboce prozité pozndvani, vedouci k védomi soundlezitosti
vlastniho "ja" s celkem - s lidstvem, se Zemi, s vesmirem. A to zas vede ke stdle hlubsi pokofe.8

Loucime se ted’ s nasi vzdélanou princeznou a s periodicky kolisajicimi populacemi vlki a
zajicl, louc¢ime se i se soustavou dvou linedrnich diferencidlnich rovnic o dvou nezndmych funkcich, a
opoustime nd$ pohddkovy les s védomim toho, Ze mezi nasim "redlnym" svétem s méfitelnymi
veliCinami, svétem pohddek a idedlnim svétem matematiky vlastn¢ Zadnd ostrd hranice neni a v§im tim
prostupuje svét, ve kterém se uskutecniuje nase lidstvi, naSe touhy a usilovani, kde méd své misto i
utopie, takzvanymi realisty odmitand, a presto jako motivace k plnému, tviréimu prozivani nasich

zivotu nesmirné dalezita.
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7 Ve svété& ideji (v informadni sfé¥e) je na misté& chtit stdle vice a vice,

zatimco ve svété materidlnim nikoli.
® Znamend to existenci kladné zpé&tné vazby pro postoj pokory.
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