Sinus a kosinus souctu Uhld 1/3

Sinus a kosinus souctu uhlu
Jednoduché odvozeni vzorce

Jiri Necas

a) Sinus dvojnasobného uhlu

Uvazujme rovnoramenny trojuhelnik T, jehoz ramena maji délku 1 a sviraji Uhel
2a. Pocitejme dvéma rdznymi postupy obsah P tohoto trojuhelnika:

aa) Pouzijme vzorec pro obsah trojuhelnika, zname-li délky dvou stran (ty jsou
v nasem pripadé 1) a Uhlu jimi sevieného:

P =sin (2a) / 2.

ab) Vyska déli nas trojuhelnik T na dva pravouhlé trojuhelniky s odvésnami
majicimi délky sin &, cos o (a s preponou délky 1). Kazdy z téchto trojuhelnikd
ma obsah

Py = sina.cosoa/?2,
dohromady tedy jejich obsah je
P, = sina. cos q,
coz ovsem je obsah trojuhelnika T, tedy
sin (2a) /2 = sin a . cos q,

po vynasobeni obou stran rovnosti dvéma dostaneme znamy vzorec

sin (2a) = 2.sina. cos o
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b) Sinus souétu dvou uhlua
Vyse uvedena Uvaha a je specialnim pfipadem tohoto

ba) Uvazujme trojuhelnik ABC ae stranami g, b, ¢ a s vyskou v = CM podle
obrazku

Podle sinové véty plati
a/sina=b/sinB =K

(K jsme pouzili pro oznaceni tohoto podilu, K > 0); tedy
a=K.sina, b= K.sinf

V trojuhelniku plati (vysku vyjadfime pomoci hodnot pro levy i pravy pravouhly
trojuhelnik):

Co=b.cosa=K.sinf.cosq,

ch=a.cosB =K.sina. cosp,

v =asinB=b.sina=KsinfB.sina
Délka strany ¢ = ¢, + ¢, tedy je

c =K. (sinB.cosa+ sina.cosp),
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a tedy dvojnasobny obsah 2P trojuhelnika ABC je

2P=c.v= K?.(sinB.cosa+sina.cosp).sinB.sina (A)

bb) Dvojnasobny obsah trojuhelnika ABC mizeme vypocitat podle vzorce pro
trojuhelnik urceny délkami dvou stran a velikosti Uhlu, ktery sviraji, v nasem
pripadé

2P = a.b.siny.
Protoze soucet velikosti uhld v trojuhelniku je 180°, je
y = 180° - (a + B),
a tedy
siny = sin (o + B),
a tak
2P = absiny = K?.sina .sinB.sin (o + B) (B)

Porovnanim vyraz( (A) a (B) ziskavame vztah pro sinus souctu uhld (siny ahli v
trojuhelniku jsou kladna cisla):

sin (a+ B) =sinf.cosa+sina.cospf

¢) Kosinus souétu dvou uhlu
Vyuzijeme vztahy
cos a = sin (90° - o),
sin a = cos (90° - o),
cos (-a) = cos q,
sin (-a) = -sina
Tedy
cos (o + B) = sin (90° - (& + B)) =sin ((90° - ) + (-B)) =
=sin (90° - a) . cos (-B) + cos (90°—a) . sin (-B) =

=cosa.cosf -sina .sinf
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