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Simplexova Cisla
O-ta verze, neuplna, potrebuje doplnit

Predpokladany nazev ¢lanku: Parita v posloupnostech simplexovych cisel

1. Uvodni poznamKky
1.1 Symetricka kombinace
Pozndmka: Nebude-li jinak receno, probihaji proménné mnoZinu ' vSech
prirozenych ¢isel véetné 0, N ={0, 1, 2, ...}
Mame-li n-prvkovou mnoZinu, pocet jejich s-prvkovych podmnoZin (0 < s < p) je
vyjadien kombinac¢nim ¢islem "p nad s"

Komb(p, s) = p!/[s!.(p-s)!] (1.1)
Funkce Komb neni symetricka ve svych proménnych. Proto nékdy byva vyhodné

misto s ni polozit r = p - s a pracovat se symetrickou funkci (mtZeme ji nazvat
symetrickou kombinaci)

Kombsym(r, s) = (r+s)!/(r!.s!) (1.2)
Plati tedy

Kombsym(r, s) = Komb(r + s, s) (1.3)

Komb(p, s) = Kombsym(p-s, s) (1.3")
Pro rekurentni vypocet kombinacnich ¢isel se uziva rovnost

Komb(p, s) = Komb(p-1, s-1) + Komb(p-1, s), (1.4)
kdel<s<p-1.

Platnost vztahu (1.4) snadno ovérime na zakladé vyjadreni (1.1):
Komb(p-1, s-1) + Komb(p-1, s) = (p-1)!/[(s-1)".(p-5)!] + (p-1)!/[s".(p-s-1)!] =
= [(p-D)Ls]/[sL(p-s)!] + [(p-D)L(p-s)1/[s".(p-5)'] = [(p-1).(s + (p-5)]/[s!.(p-5)!] =
= p!/[s.(p-s)!].

Do vztahu (1.4) nyni substituujme p = r + s, podle (1.3) (1.3') a dostaneme pro
symetrickou kombinaci postupné

KombSym(r, s) = Komb(p, s) = Komb(p-1, s-1) + Komb(p-1, s) =

= Kombsym(r, s-1) + Kombsym(r-1, s),
tedy

KombSym(r, s) = Kombsym(r, s-1) + Kombsym(r-1, s). (1.5)
Z definice funkce Kombsym je ziejmé, Ze

KombSym(r, 0) = Kombsym(0, s) =1 (1.6)
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1.2. Vypocerni schémata pro funkce Komb a Kombsym

Rovnosti (1.4) a (1.5) umoznuji rekurzivni vypocet hodnot funkci Komb a
Kombsym. Pro funkci Komb(p, s) se pouziva Pascaliv trojihelnik:

1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 21 7 1

Trohuhelnik je symetricky podle svislé osy. Prvni radek obsahuje jedinou
hodnotu pro p = 0 (Komb(0, 0)), druhy hodnoty pro p =1 (Komb(1, 0) a
Komb(1,1)), treti pro p = 2 (Komb(2, 0, Komb(2, 1), Komb (2, 2)) atd. Kazdy radek
zacina a kondi Cislem 1, vnitini ¢isla (vyskytuji az od tretiho radku, tedy pro p 2 2)
jsou souctem dvou cisel, ktera jsou nad nimi zleva a zprava

Hodnoty funkce Kombsym se pohodlné pocitaji v Excelu. Predpokladejme, Ze je
chceme vyjadrit pro r <R, s < S. Vytvorime tabulku o R + 1 radcicha N+ 1
sloupcich, do jejiho prvniho radku (predpokladejme, Ze je to fadek 1) a do jejiho
prvniho sloupce (sloupec A) zadame 1, do pole B2 zapiSeme =A2+B1, a tuto
relativni hodnotu okopirujeme do celé tabulky. Na priiseciku r-tého radku a s-
tého sloupce tabulky bude hodnota Kombsym(r-1, s-1). Pokud R = S, vznikne
symetricka matice. Dale uvadime priklad pro R=S=7 (Tab. 1 a tab 2).

Tab. 1. Tvorba tabulky funkce Kombsym:
1 1 1 1 1 1 1
=a2+bl

[ N N N N
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Tab. 2. Tabulka funkce Kombsym (hodnoty, které jsou i ve vySe uvedeném
Pascalové trojuhelniku, jsou uvedeny vyraznéjSim pismem):

1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7 8
1 3 6 10 15 21 28 36
1 4 10 20 35 56 84 120
1 5 15 35 70 126 210 330
1 6 21 56 126 252 462 792
1 7 28 84 210 462 924| 1 716
1 8 36 120 330 792| 1 716| 3 432

2. Simplexova cislal

Simplexova ¢isla radu 0 jsou ¢isla

ano=1 (2.1)
Simplexova c¢isla radu k (k>0) jsou Cisla
Ank = Zj=0" Ajk-1. (2.2)

Tedy simplexova cisla radu 0 tvori konstantni posloupnost {1, 1,1, 1, ... },
simplexova cisla radu 1 tvori posloupnost vSech nenulovych prirozenych cisel { 1,
2,3,4, ...}, tedy an1 =n + 1, simplexova cisla radu 2 tvori posloupnost
trojuhelnikovych cisel {1, 3, 6, 10, ... }2; zde

an2 = Xj=0"aj1

volba terminu trojtihelnikové cislo je patrna z nasledujiciho obrazku:

' Dvojrozmérny simplex je trojuhelnik, trojrozmérny simplex je trojboky jehlan atd. Ctyfrozmérny
simplex ma tedy 5 vrcholl a jeho trojrozmérné stény jsou trojboké jehlany.

2 Pfipominam, zZe indexovani zac¢iname 0. Nabizi se definovat posloupnosti simplexovych ¢isel tak, ze
by zacinaly 0 a pak pokracovaly se smyslu uvedené definice. V plvodni verzi tohoto textu tomu tak
bylo. Néco by se tim zjednodusilo, ale néco také zkomplikovalo (napf. vyraz (2.10)).
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Pocet

kulicek

od zaCitku

n an,2
[ 0 1
(N 1 3
o 00 2 5
o 000 3 8
0000 4 12
o0 0000 5 17
000000 6 23
0000000 7 30
000000 00 8 38
000000000 ° 47

Pro trojuhelnikova ¢isla plati (je to patrné i z vySe uvedeného obrazku)
an2=(n+1)(n+2)/2

Muzeme si predstavit, Ze takovéto "trojuhelniky” klademe na sebe a budeme
vytvaret trojboké jehlany (trojrozmérné simplexy), dostaneme se tak k
simplexovym c¢islim radu 3: {1, 4, 10, 20, 35, ...}.

NapiSeme-li ve vztahu (2.2) posledni s¢itanec samostatné, dostaneme obecné
vyjadreni

Ank = Zj=0"Ajk-1 = Xj=0"1Qjk-1 + Anik-1 = An-1k + Anjk-1. (2.3)
V uvedenych prikladech pro k < 3 plati

aok =1, (2.4)

Trividlnim pouZitim matematické indukce dokaZeme, Ze vztah (2.4) plati
obecné pro vSechna k. Z definice (2.1) plyne, Ze ao,0 =1, a podle vztahu (2.2) pro k
>0je

Aok = Xj=0 Ajk-1 = Aok-1, (2.5)
tedy skutecné pro vSechny indexy k plati (2.4).
Ze vztaht (2.1) a (2.4) plyne, Ze pokud n = 0 nebo k = 0, plati (viz (1.6))
ank = Kombsym (n, k) =1 (2.6)

Rekurentni vzorec (1.5) pro vypocet hodnot funkce Kombsym(r, s) a rekurentni
vzorec (2.3) pro vypocet hodnot a,x jsou obsahem stejné, a tedy pro n > 0 plati
obecné

ank = Kombsym (n, k) (2.7)
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Na ¢isla anx se miZzeme divat jako na Cleny simplexové posloupnosti
Ax={aok aix azi az ...}, k=0,1, 2, ...

Z jejich definice viibec neni patrna symetrie v obou indexech. Naproti tomu to, Ze
funkce Kombsym symetricka je, je patrné okamZzité z definice vztahem (1.2).
Vztah (2.7) ovSem ukazuje, Ze pro vSechna k € V, n € V' plati

dnk = Akn (28)

Tabulka 3 ukazuje prvnich 16 ¢lenti posloupnosti Ao, Ao, ..., As. Tucné jsou v ni
vyznacena licha ¢isla. Paritou Cisel (suda, lichd) se budeme dale zabyvat.

Tab. 3. Zacatky posloupnosti simplexovych ¢isel radu 0 az 8
s vyznacenim lichych ¢isel

kio|1] 2 3 4 5 6 7 8

n

0 1] 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1] 2 3 4 5 6 7 8 9
2 1| 3 6| 10 15 21 28 36 45
3 1| 4| 10| 20 35 56 84 120 165
4 1| 5| 15| 35 70 126 210 330 495
5 1| 6| 21| 56| 126 252 462 792 1287
6 1] 7| 28| 84| 210 462 924 1716 3003
7 1| 8| 36| 120| 330 792 | 1716 3432 6435
8 1| 9| 45| 165| 495| 1287| 3003 6435| 12870
9 1| 10| 55| 220| 715| 2002| 5005| 11440| 24310
10 1/ 11| 66| 286| 1001| 3003 | 8008| 19448| 43758
11 1| 12| 78| 364| 1365| 4368| 12376| 31824| 75582
12 1| 13| 91| 455| 1820| 6188 | 18564 | 50388| 125970
13 1| 14| 105| 560| 2380| 8568 | 27132 | 77520| 203490
14 1| 15| 120| 680| 3060| 11628 | 38760 | 116280| 319770
15 1| 16| 136| 816| 3876 | 15504 | 54264 | 170544 | 490314

3. Parita simplexovych cisel

Dale se budeme v jednotlivych posloupnostech Ak zabyvat periodicitou vyskytu
sudych a lichych ¢isel, podilem lichych ¢isel v periodé a jejich rozloZenim uvnitr
periody. Paritu pro zacatky posloupnosti Ax={anx} (k€ (0,17),n € (0, 21))
ukazuje tab. 4, v niZ kde 0 znaci suda ¢isla a 1 licha ¢isla. Zakladni perioda je
vyznacena Zlutym podtiskem, ¢leny posloupnosti A1s a A1s, U nichZ se do tabulky

nevejde zakladni perioda cel3, jsou vyznaCeny nevyrazné riZovym podtiskem. V
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prvnim radku tabulky 4 je uvedena pro jednotlivé posloupnosti Ax délka periody,
v druhém radku pocet lichych ¢isel v periodé a ve tretim radku podil lichych cisel
v periodé, vyjadieny poctem ctytiaSedesatin.

Tab. 4. Parita simplexovych cisel

Perioda 1 2 4 4 8 8 8 8 16 16 16 16 16 16 16 16 32 32

1 v periodé 11 2 1 4 2 21 8 4 4 2 4 2 2 1 16 8

04*Podil 1 v

periodé 64 32 32 16 32 16 16 8 32 16 16 8 16 8 8 4 32 16

nl k->| @ 1 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12 13 14 15 16 17
0 ;)12 11 111 111 1 1 1 1 1 11 1 1
1 1 1 6 1 6 1 6 1 6 1 6 1 6 1 @6 1 o
2 |11 6 & 1 1 6 6 1 1 06 6 1 1 0 @ 1 1
3 1 © ¢ ¢ 1 06 06 6 1 06 06 06 1 © 06 06 1 o0
4 111 1 e 6 ¢ &6 1 1 1 1 © 6 06 0 1 1
5 1 ©6 1 o6 & &6 9 6 1 6 1 06 0 6 06 06 1 0
6 1 1 e 6 e 6 ¢ & 1 1 06 06 0 06 0 0 1 1
7 1 06 6 @6 &6 06 & &6 1 0 © O © 0 © O 1 0O
8 111 1 1 1 11 6 e 6 6 @ 6 6 6 1 1
9 1 6 1 6 1 06 1 0 @ 6 6 6 6 6 6 6 1 0
10 11 e e 1 1 0 06 @ @ 6 6 @ 06 06 0 1 1
11 1 06 & 6 1 06 09 0 @ @6 06 & 6 & 6 © 1 0O
12 |11 1 1 1 6 e o6 6 6 6 @ 6 6 6 © 6 1 1
13 1 © 1 o &6 06 9 06 &6 06 6 06 6 06 6 06 1 0
14 |1 1 e 6 6 o6 06 6 6 @6 @ 6 06 6 © O 1 1
15 1 © &9 06 9 06 9 0 & 0 6 0 b 0 © 0 1 o0
16 111111 1111111111 e o
17 1 © 1 6 1 6 1 6 1 0 1 06 1 6 1 o o6 o
18 11 e ¢ 1 1 06 6 1 1 06 6 1 1 0 0 e o
19 1 0 & 6 1 06 6 6 1 06 © 6 1 06 © ©6 O0 0
20 111 1 e 6 ¢ & 1 1 1 1 © 06 0 0 € o
21 1 6 1 6 & 6 9 6 1 6 1 06 © 06 © 06 6 0

neukonceni
Zakladni perioda zikl.perioda

Uved’'me nyni, co je z tabulky patrné pro hodnoty k v ni uvedené, pricemz lze
predpokladat, Ze tyto vztahy plati obecné.

Perioda pro k: necht L(k) = ceil(lb(k + 1)), pticemz Ib je binarni logaritmus a
ceil(x) znaci nejmensi celé Cislo, které je vétsi nebo rovno ¢islu x.

Perioda pro paritu v posloupnosti Ax simplexovych ¢isel fadu k je 2L,

Dalsi text se pripravuje

Praha 4.3.2025
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