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MacLaurinovy rady

Znalost MacLaurinovych! rozvoju (tj Taylorovych? rozvoji kolem 0) nékterych funkci patri k
zakladnimu know-how v matematické analyze. Nemyslim tim, Ze by v§echny uvedené rozvoje
Ctenar znal, a proto je zde uvadim. Uvedu i rozvoj dvou hyperbolickych a jedné hypebolometrické
funkce; sh, ch a argth oznacuji po fadé hyperbolicky sinus, hyperbolicky kosinus a hyperbolicky
(¢i hyperbolometricky) argumenttangens3. Tyto tfi funkce se v u¢ebnicich ¢asto neuvadéj,
protoZe je Ize vyjadrit pomoci dalSich znamych funkci4; jejich Maclaurinovy rozvoje vsak stoji za
to byt zde uvedeny.

expx=ex=1+x+x2/2+x3/31+x4/4!1 + .. =Z,0® x7/n! ; XER

exp (-x)=ex=1-x+x2/2!-x3/3! +x4/4! + ... = Zp0® (-1)"x"/ n; X E R!
shx=(ex-ex)/2=x+x3/31+x5/5!+ ... =%,® x2n*1/ (2n+1)!;xE€R
chx=(ex+e¥)/2=1+x2/2! +x*/4! + ... =Z,0* x21/ (2n)! ; X ER

sinx= x- x3/3!+x5/5! - x7/7!' + ... =Zp=0® (-1)nx2*1/ (2n+1)!; xER
cosx=1- x2/21 +x4/4! - x6/6! + ...=Zp0* (-1)" x2n/ (2n)! ; X ER
In(1+x)=x-x2/2+x3/3-x4/4+x5/5-...=%,1* (-1)r1x1/n;x€(-1; 1)
arctgx= x-x3/3+x5/5-x7/7...=Zp1* (-1)r1x2n+1/ (2n+ 1); x € (-1; 1)
argthx= x+x3/3+x5/5+x7/7...=X,-1® x2*1/ (2n+ 1);x€ (-1; 1)

Vybrané ulohy
1. Secist ciselnou radu

ri=1+1/2 - 1/3-1/4+1/5+1/6-1/7 -=1/8 + ... = Zpee® (-1)/2/(n + 1)

Rada r1je souctem fad

Fe=1 = 1/3 +1/5 =1/7 + .= Zoo® (-1)7/(20 + 1)

a

o= 1/2 ~1/4+1/6 1/8+ ... = Zoo® (-1)7/(2(n + 1)) =
S(1/2) (1-1/2+1/3-1/4+ ..} = (1/2) Swo® (-1)1/(n+ 1)
= (1/2) Zaer® (-1)"1/n

1 Colin Maclaurin (1698-1746) byl skotsky matematik, abslovent glasgowské university, profesor edinburské
univerzizy, blizky spolupracovnik Newtontv.

2 Brook Taylor (1685-1731) byl anglicky matematik; studoval v Cambridge.

3V ¢lanku Hyperbolické a hyperbolometrické funkce je argumenttangens hyperbolicky oznacovan ath. Podobné jako v
onom ¢lanku nazvy funkci kon¢ici na souhlasku povazujeme za maskulina.

*shx = (exp x - exp (-x))/2; chx = (exp x + exp (-x))/2; argth x = In V ((1+x)/(1 - x)); sh a argth jsou liché funkce; ch je
suda funkce. Pro jejich defini¢ni obory D a obory hodnot H plati D (sh) = D (ch) = H (sh) = H (argth) = R (mnozina
vSech redlnych ¢isel), D (argth) = (-1; 1), H (ch) = (1; o).
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Vyuzijme nyni MacLaurinovych rozvoji

arctgx= x-x3/3 +x5/5-x7/7...=Zp=1* (-1)r1x2n+1/ (2n+ 1); x € (-1; 1)
a

In(1+x)=x-x2/2+x3/3-x4/4+x5/5-..=221* (-1)*1x1/n;x€(-1; 1)
Dosadime x = 1 a dostaneme

Zp=1® (1)1 /n=In2,

=0 (-1)7/(2n+ 1) = arctg 1 = /4.

To znamena3, Ze

r3= arctg 1 =m/4,

re=(1/2).In2=1n V2,

a tedy

ri=m/4+ In V2.

2. Sedist ¢iselnou radu

ra=1-1/2 - 1/3+1/4+1/5-1/6-1/7 +1/8+ .... = Zpe® (-1)10+1/21/(n + 1)

Podobné rada r;je rozdilem rad

rs=1 -1/3 +1/5 -1/7 + ...=Zn=0® (-1)7/(2n + 1)

a

ra=1/2 -1/4+1/6 -1/8+ ... =Zp=0 (-1)7/(2(n+ 1)) =
=(1/2) 1-1/2+1/3-1/4+..)=(1/2) Zp=0~ (-1)/(n+ 1)
=(1/2) Zp=1 (-1)/m,

a tedy

ro=m/4- In V2.

3. Secist mocninné rady

rs=x+x2/2 - x3/3 - x4/4+x5/5+x6/6-X7/7 -x8/8 + ....= Zy=0® (-x)I7/21/(n + 1)

a

re=x-x2/2 - x3/3+x%/4+Xx5/5 - x6/6 -Xx7/7 +x8/8 + ....= Z,p-0® (-x)[(+*V)/21/(n + 1)

Postup vypoctu jsme ukazali pri vypoctu ri a r,. Plati tedy

rs=x+x2/2 - x3/3 - x4/4+x5/5+x6/6-X7/7 -x8/8 + ....= Xy=0® (-X)In/21/(n + 1) =
= arctgx +InV (1 +x),



MacLaurinovy fady 3/3

re=X-x%2/2 - x3/3+x%/4 +Xx5/5 - x6/6 -X7/7 +Xx8/8 + ...=Xp=0® (-x)I(mV/2/(n+ 1) =
= arctgx -In V(1 +x).

Oborem konvergence fad rs a rs je uzavireny interval (-1; 1), pricemZ oborem jejich absolutni
konvergence je otevieny interval (-1, 1). Ve vétSiné tloh na s¢itani mocninnych rad nastavj, ze
pokud je oborem konvergence uzavieny interval, je tento interval zaroven oborem absolutni
konvergence. Priklady uvedené v uloze 3 ukazuji ¢i dokonce varuji, Ze tomu tak byt nemusi.
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