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MacLaurinovy řady 

Znalost MacLaurinový ch1 rozvoju  (tj Taýlorový ch2 rozvoju  kolem 0) ne který ch funkcí  patr í  k 

za kladní mu know-how v matematicke  analý ze. Nemýslí m tí m, z e bý vs echný uvedene  rozvoje 
c tena r  znal, a proto je zde uva dí m. Uvedu i rozvoj dvou hýperbolický ch a jedne  hýpebolometricke  

funkce;  sh, ch a argth oznac ují  po r ade  hýperbolický  sinus, hýperbolický  kosinus a hýperbolický  

(c i hýperbolometrický ) argumenttangens3. Týto tr i funkce se v uc ebnicí ch c asto neuva de jí , 

protoz e je lze výja dr it pomocí  dals í ch zna mý ch funkcí 4; jejich Maclaurinový rozvoje vs ak stojí  za 

to bý t zde uvedený. 

 

exp x = ex = 1 + x + x2/2! + x3/3! + x4/4! + … = Σn=0∞  xn/ n! ; x ∈ ℛ  

exp (-x) = e-x = 1 – x + x2/2! – x3/3! + x4/4! + … = Σn=0∞  (-1)n xn/ n ; x ∈ ℛ! 

sh x = (ex – e-x)/2 = x + x3/3! + x5/5! + …  = Σn=0∞  x2n+1/ (2n + 1)! ; x ∈ ℛ 

ch x = (ex + e-x)/2 =  1 + x2/2! + x4/4! + … = Σn=0
∞  x2n/ (2n)! ; x ∈ ℛ 

sin x =  x –  x3/3! + x5/5! –  x7/7! + …  = Σn=0∞  (-1)n  x2n+1/ (2n + 1)! ; x ∈ ℛ 

cos x = 1 –  x2/2! + x4/4! –   x6/6! + … = Σn=0∞  (-1)n  x2n/ (2n)! ; x ∈ ℛ 

ln (1 + x) =  x – x2/2 + x3/3 – x4/4 + x5/5 – … = Σn=1∞  (-1)n-1 xn/ n ; x ∈ (-1; 1⟩  

arctg x =  x – x3/3 + x5/5 – x7/7… = Σn=1∞  (-1)n-1 x2n+1/ (2n + 1); x ∈ (-1; 1⟩  

argth x =  x + x3/3 + x5/5 + x7/7… = Σn=1∞  x2n+1/ (2n + 1); x ∈ (-1; 1)    

 

 

Vybrané úlohy 

1. Sec í st c í selnou r adu 

r1 = 1 + 1/2   –  1/3 – 1/4 + 1/5 + 1/6 – 1/7  – 1/8 + …. = Σn=0∞  (-1)[n/2]/(n + 1) 

 

Ř ada r1 je souc tem r ad 

r3 = 1   –  1/3  + 1/5  – 1/7  + …. = Σn=0∞  (-1)n/(2n + 1) 

a 

r4 =  1/2   – 1/4 + 1/6  – 1/8 + …. = Σn=0∞  (-1)n/(2(n + 1)) =  

     = (1/2)  (1 – 1/2 + 1/3 – 1/4 + … ) = (1/2)  Σn=0∞  (-1)n/(n + 1) 

    = (1/2)  Σn=1∞  (-1)n-1/n   

 
1 Colin Maclaurin (1698-1746) byl skotský matematik, abslovent glasgowské universitý,  profesor edinburské 
univerzizý, blízký spolupracovník Newtonův. 
2 Brook Taylor (1685-1731)  býl anglický  matematik; studoval v Cambridge. 
3 V c la nku Hyperbolické a hyperbolometrické funkce je argumenttangens hýperbolický  oznac ova n ath. Podobne  jako v 
onom c la nku na zvý funkcí  konc í cí  na souhla sku povaz ujeme za maskulina. 
4 sh x = (exp x – exp (-x))/2; ch x =  (exp x + exp (-x))/2; argth x = ln √ ((1+x)/(1 – x)); sh a argth jsou liche  funkce; ch je 
suda  funkce. Pro jejich definic ní  oborý 𝒟 a oborý hodnot ℋ platí  𝒟 (sh) =  𝒟 (ch) = ℋ (sh) = ℋ (argth) = ℛ (mnoz ina 
vs ech rea lný ch c í sel), 𝒟 (argth) = (-1; 1), ℋ (ch) = (1; ∞).  

https://jirinecas.jetmouse.cz/matematika/HypFun.htm
https://jirinecas.jetmouse.cz/matematika/HypFun.htm
https://jirinecas.jetmouse.cz/matematika/HypFun.htm
https://jirinecas.jetmouse.cz/matematika/HypFun.htm
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Výuz ijme nýní  MacLaurinový ch rozvoju  

arctg x =  x – x3/3 + x5/5 – x7/7… = Σn=1
∞  (-1)n-1 x2n+1/ (2n + 1); x ∈ (-1; 1⟩ 

a 

ln (1 + x) =  x – x2/2 + x3/3 – x4/4 + x5/5 – … = Σn=1∞  (-1)n-1 xn/ n ; x ∈ (-1; 1⟩  

Dosadí me x = 1 a dostaneme 

Σn=1∞  (-1)n-1 / n = ln 2, 

 Σn=0∞  (-1)n/(2n + 1) = arctg 1 = π/4. 

To znamena , z e 

r3 =  arctg 1 = π/4, 

r4 = (1/2) . ln 2 = ln  √2, 

a tedý  

r1 =  π/4 +  ln  √2. 

 

 

2. Sec í st c í selnou r adu 

r2 = 1 – 1/2   –  1/3 + 1/4 + 1/5 – 1/6 – 1/7  + 1/8 + …. = Σn=0∞  (-1)[(n+1)/2]/(n + 1) 

 

Podobne  r ada r2 je rozdí lem r ad 

r3 = 1   –  1/3  + 1/5  – 1/7  + …. = Σn=0∞  (-1)n/(2n + 1) 

a 

r4 =  1/2   – 1/4 + 1/6  – 1/8 + …. = Σn=0∞  (-1)n/(2(n + 1)) =  

     = (1/2)  (1 – 1/2 + 1/3 – 1/4 + … ) = (1/2)  Σn=0
∞  (-1)n/(n + 1) 

    = (1/2)  Σn=1
∞  (-1)n-1/n , 

a tedý  

r2 =  π/4 -  ln  √2. 

 

 

 3. Sec í st mocninne  r adý   

r5 = x + x2/2   –  x3/3 –  x4/4 + x5/5 + x6/6 – x7/7  – x8/8 + …. = Σn=0∞  (-x)[n/2]/(n + 1) 

a  

r6 = x – x2/2   –  x3/3 + x4/4 + x5/5  –  x6/6 – x7/7   + x8/8 + …. = Σn=0∞  (-x)[(n+1)/2]/(n + 1) 

Postup vý poc tu jsme uka zali pr i vý poc tu r1 a  r2. Platí  tedý 

r5 = x + x2/2   –  x3/3 –  x4/4 + x5/5 + x6/6 – x7/7  – x8/8 + …. = Σn=0∞  (-x)[n/2]/(n + 1) = 

     =  arctg x  + ln √ (1 + x), 
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r6 = x – x2/2  –  x3/3 + x4/4 + x5/5  –  x6/6 – x7/7   + x8/8 + …. = Σn=0
∞  (-x)[(n+1)/2]/(n + 1) = 

      =  arctg x  – ln   √ (1 + x). 

 

Oborem konvergence r ad r5  a r6  je uzavr ený  interval ⟨-1; 1⟩, pr ic emz  oborem jejich absolutní  

konvergence je otevr ený  interval (-1, 1).  Ve ve ts ine  u loh na sc í ta ní  mocninný ch r ad nasta va , z e 

pokud je oborem konvergence uzavr ený  interval, je tento interval za roven  oborem absolutní  

konvergence. Pr í kladý uvedene  v u loze 3 ukazují  c i dokonce varují , z e tomu tak bý t nemusí . 

 

Praha 12.02.2024 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


