Ripové funkce 1/5

Ripové funkce

Prosim Ctenare, aby se nezalekl mnou vymysleného terminu pro funkce, jejichz
graf pripomina kultovni ¢eskou horu Rip?, byt zpravidla s ostfejsim vrcholem;
tedy jde o hladké sudé funkce f, pro néz plati

limx—mof(X) = 0,

na intervalu (0, o) jsou klesajici a existuje takové Cislo a, Ze na intervalech (-oo; a)
a (a; o) jsou konvexni a na intervalu (-a, a) konkavni.
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Dvé ripové funkce

Lvyrazné hory s nepfilis velkou nadmofskou vy$kou mam rad. Mam radost, Ze jsem navstivil nejvyssi estonskou
horu Suur Munamagi (317 m), jejiz vrchol ma znaéné mensi nadmoiskou vy$ku ne? vrchol Ripu (461 m). Horu
Rip mi pfipominalo i pfijmeni mé nékdej$i dobré studentky E. Ripové, i kdy? jsem si uvédomoval, 7e jeji piijmeni
spiSe souvisi se zemédélskou plodinou a ona sama nepochazela z Podfipska, nybrz z okoli jiné ceské kultovni
hory Blaniku. U funkci, o nichZ pi$u, se my$lenkdm na napadny vrch na jihu Ustecké kraje nevyhnu.
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Pi porovnani obrazki nas asi nejdiive napadne, Ze vrchol hory Rip je mirny, jeho
obrys v okoli vrcholu malo zaktiveny, kdeZto grafy ripovych funkci maji kolem
vrcholu pomérné velkou kiivost. Vyraznéjsi rozdil, totizZ Ze mame sice grafy
ripovych funkci zakreslené jen od -5 do 5, ale Ize je na obé strany neomezené
prodluzovat, zatimco néco podobného s priimétem hory Rip, nalézajici se na
planeté Zemi s kone¢nym polomérem, délat nelze.

Zastavime se u tfi fipovych funkci, pricemZ hlavnim bodem zajmu bude plocha
mezi grafem funkce a osou x (grafy dvou z nich jsou na vySe uvedeném obrazku).
Budou to funkce

fi1(x) = exp(-x2/2) (na obrazku zelenomodre),
f2(x) =1/(1 +x2) (na obrazku Zlutohnéndé),
f09=1/V([1 + x2).

VSechny tyto funkce jsou definovany na mnoziné R vSech realnach cisel, v
nevlastnich bodech maji limitu 0 a v bodé 0 funk¢i hodnotu 1. Vénujme se jim
bliZe.

Prvni derivace
fi'(x) = -x exp(-x2/2)
fi'x)=0prox=0
fi'(x)<0prox>0
fi'(x)>0prox<0

f2'(x) =-2x/(1 + x2)?
f2'(x)=0prox=0
f2'(x)<0prox>0
f2'(x)>0prox<0
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f3'(x) = -x/(1 + x2)3/2
f3'(x)=0prox=0
f3'(x)<0prox>0
f3'(x)>0prox<0

Ve vSech tirech pripadech hodnoty prvnich derivaci odpovidaji pozadavkiim, které
maji fipové funkce splnovat.

Druhé derivace
fi"(x) = (x2 - 1) exp(-x?/2)
f'(0)=-1
fi"(x)=0pro x| =1
fi"(x) <0prox€ (-1; 1)
fi"(x) > 0 prox € (-o0; -1) U (1; o)
Inflexni body: -1; 1

f2"(x) = (6x2-2) /(1 +x?)3

f£2"(0) =-2

£"(x) = 0 pro |x| = 1/V/3

£"(x) <0 prox€ (-1/V3; 1/V3)

£"(x) > 0 pro x € (-00; -1/v/3) U (1/V/3; o0)
Inflexni body: -1/v/3; 1/V/3

f"(x) = (2x2 - 1) /(1 + x2)>/2

f"(0)=-1

£"(x) = 0 pro |x| = 1/V/2

£"(x) <0 prox € (-1/v2; 1/V/2)

£"(x) > 0 pro x € (-00; -1/v/2) U (1/V2; )
Inflexni body: -1/V2; 1/V2
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Druhé derivace ukazuji, Ze vSechny tri funkce spliuji pozadavky na konkavnost a
konvexnost funkci; dale jsme urcili polohu inflexnich bodt

Plocha pod grafem funkce
[-0® fi(x) dx = [-0® exp (-x2/2) dx =/(2m) ~ 2,507
[-00® fo(x) dx = [-0® (1/(1 + x2)) dx = [arctg X]-00® = 7 = 3,142

J-0® f2(x) dx = [-0® (1/V(1 +x2)) dx) = [ash x]-0™ = 0

K funkci f1 neexistuje takova primitivné funkce, jiz by Slo vyjadrit pomoci
elementarnich funkci; k vypoctu uvedeného nevlastniho integralu je nutno pouzit
vhodny specialni obrat.

Funkce f2 je derivaci funkce arctg.

Informaci o primitivni funkeci k f3 1ze najit v mém clanku Hyperbolické a

hyperbolometrické funkce.

Plochy pod grafy funkci f1 a f2 jsou konec¢né (a nijak vyrazné se nelisi; plocha pod
grafem funkce f2 je priblizné o 25 % vétsi nez plocha pod grafem funkce f1).
Naproti tomu plocha pod grafem funkce f3 kone¢na neni.

Na posledni strance v obrazku nahote jsou porovnany grafy Sestinasobkii nasich
ti'f sledovanych funkci. Optické porovnani obrazki je v souladu s tim, jak se plocha
pod grafem f3 lisi od ploch pod grafy predchozich dvou funkci. Aby vSak ctenar
nepodlehl predstavé, Ze konecnost ¢i nekonecnost plochy pod grafem se pozna z
obrazku, ktery nutné funkci (presnéji: jeji graf) znazornuje jen na néjakém
omezeném intervalu, uved'me jesté tuto ripovou funkci

fil) = 1/(1 + x2)050
Za jiz zminénym obrazkem na posledni strance nasleduje dalsi obrazek, v némz je
Sedé znazornén graf Sestinasobku funkce fi a zaroven je tam modre znarornén
graf funkce f3, o niZ vime, Ze plocha pod jejim grafem je nekonecna. Grafy se lisi
jen nepatrneé3. Pfi tom vSak (vyuZivame, Ze f4 je suda funkce)

J-0® fa(x) dx = [-0® 1/(1 + x2)055 dx =

2 Tim zmé&nime méfitko na ose y
3 Inflexni body funkce fa jsou -1/v2,2 a 1/v2,2


https://jirinecas.jetmouse.cz/matematika/HypFun.htm
https://jirinecas.jetmouse.cz/matematika/HypFun.htm
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=2 [o® 1/(1+x2)055dx < 2 [o® 1/max(1;x2)055 dx =

2 (Iol 1/max(1; x2)055 dx + [1° 1/max(1; x2)0.55 dx) =

2 (ol 171055 dx+ [1* 1/(x2)055 dx) =

2 (Jo! 1 dx+[1® xtt dx) =2 (1+(1/(-0,1))[x*1]1) =
=2(1-10J0-1])=2.11=22

Tedy plocha mezi osou x a grafem funkce f1 je kone¢na! Na prvni pohled témér
stejné funkce, a pri tom se v té pro nas nejzajimavé;jsi vlastnosti lisi!

Je v8ak ¢emu se divit? VZdyt to Uzce souvisi se zndmou skutecnosti, Ze [1™ 1/x" dx = oo, resp. < oo,
pravé kdyzn <1, resp. n> 1. Ano, ale kdyz porovname grafy funkci fsa f4, pak ten udiv je na misté, i
kdyZ jde o skutecnost jednoduse vysvétlitelnou. Schopnost divit se patti k lasce k matematice, ktera
presahuje materialni, smysly vnimatelny svét. Pfichdzi mi pfi tom na mysl obdiv k celému Bozimu
stvofitelskému dilu, obdiv, ktery patti k plné prozivanému lidskému Zivotu.

Grafy Sestinasobkl funkci fi, f> a fs

Grafy Sestinasobkll funkci fs;a f.
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