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Magicka krasa pravidelného pétinhelnika

J. Necas

Abstract. The article presents various interesting relations in a regular pentagon and then expresses the
values of goniometric functions for the multiples of 18°.

Klic¢ova slova. Pétiahelnik, podobnost trojuhelniktl, vyska pétitthelniku, obsah pétitthelniku, uhly v
pétithelniku.

Oznaceni a umluvy

Budeme se vénovat pravidelnému pétiuhelniku ABCDE s délkou strany rovnou 1.
Ma 5 stejné€ dlouhych po dvou riznobéznych uhlopii¢ek (AC, AD, BD, BE, CE); jejich
délku oznacime u.

Uhlopiicky maji celkem 10 prise¢iki; kromé 5 vrcholii to jsou body

J = BE.AC
K = BD.AC
L = BD.CE
M = AD.CE
N = AD.BE
. c




Pro uhel budeme pouzivat symbol £ .

Poznamenejme, e unarni operace Y ma vy3§i prioritu neZ jakakoli binarni operace, tedy
a/b znamena totéz jako (Va)/b

Elementarni tvrzeni

Pravidelny pétitthelnik m4 pii kazdém vrcholu vnitini Ghel 108°.
Uhel mezi stranou a thlop¥i¢kou a ve vrcholu mezi ihlop¥i¢kami:

Trojthelnik EAB je rovnoramenny, thel pii vrcholu je 108°, mezi zékladnou a
rameny tedy je nutn& 36°. ProtoZe strany ve vrcholu spolu sviraji 108° a ihel mezi

vwr

Uhly mezi uhlop¥i¢kami uvniti pétiihelnika:

Trojuhelnik AJB je rovnoramenny se zakladnou, jiZ je strana AB. Uhly v ném pfi
vrcholech A a B jsou 36°, tedy £ AJB = 108°. Protoze « AJN je jeho doplnék do 180°,
je jeho velikost 72°. V rovnoramenném trojithelniku JAN tedy sviraji ramena se
zédkladnou thel 72°% pro kontrolu: 2 JAN = 36°.

KaZzda strana je rovnobéZzna prave s jednou tthloptickou.

Délka ahlopricky

Z Gvah, které jsme udé¢lali pro uhly, plyne, ze JEDC je rovnobéznik. Protoze
délka strany pétithelnika je 1, jenutné iEJ=CJ =1

Oznaéme AJ = EN =X

PlatiIN=EJ-EN=1-X

Z podobnosti trojuhelnikd AJN a ACD plyne:

1) u:l=x:(1-x



Protoze BJ = EN, je u = 1 + X, tedy

(2) X=u-1,
atedy
(3) IN=1-x=2-u.

Dosadime-li to do vyse uvedené iméry, mame
u:l=(@u-12:(2-u),
atedy
u2-u=u-1,
odkud po upravé dostaneme pro u kvadratickou rovnici
(4) u’-u-1=0,
jejimz kladnym feSenim je
(5) (1 +15)2~1,618,
coz je koeficient ¢ zlatého Fezu, ktery ma rizné zajimavé vlastnosti, z nichz uved’'me:
e Geometricka posloupnost s kvocientem ¢ je Fibonacciovou posloupnosti !

e Plati

(6) et =g-1.

! Fibonacciovou posloupnosti {a}-” rozumime takovou posloupnost s realnymi &leny, ktera neni
tvofena samymi nulami a v niZ pro vSechny indexy K plati ay., = ay+1 + ax. Pro kazdou Fibonacciovu
posloupnost s celo¢iselnymi ¢leny plati vztah lim ay.1/ax = &. Pro kazdou Fibonacciovou posloupnost s
redlnymi Eleny plati: lim ag1/ax = ¢ nebo jde o geometrickou posloupnost s kvocientem -¢™.



Hodnoty goniometrickych funkci pro nasobky 18°

Aplikujme kosinovou vétu na trojuhelnik EAB s vybranym uhlem EAB:

7) u?=1%+1%-2.1.1.cos 108° =
= 1°+1%+2.1.1.cos 72° = 2.(1 + cos 72°)

Odtud dostaneme, ze
(8) cos 72° = sin 18° = (\'5 - 1)/4 = 0,309.
Ze znamé identity sin® x + cos x = 1 dostaneme:

(9) sin 72° = cos 18°= (10 + 2.N5) / 4 ~ 0,951

Hodnoty goniometrickych funkci pro 36° a 54° ziskdme ze vztahu (8) pomoci znamého
vyjadieni funkci polovi¢niho argumentu:

(10) sin 36° = cos 54° = V((5 - V5)/8) ~ 0,588,

(11) cos 36° = sin 54°= V((3 + V/5)/8) ~ 0,809

Poloméry opsané a vepsané kruZnice

Oznac¢me S stied pravidelného pétitihelniku a oznacme Q stfed strany AB. V
pravouhlém trojuhelniku AQS s pieponou AS zname délku odvésny AQ = 1/2 a thly £
SAQ =54° 2« ASQ = 36°. Pfitom pro polomé&ry kruznice opsané a vepsané plati po fadé r
= AS, p = QS. Polomér opsané kruznice vyjadiime snadno pomoci sinu 36°:

(12) r=AS =AQ/sin 36° = 1/(2. sin 36°) =



=(2/(5 - V5)) = V((5 + V5)/10) = 0,851

Toto vyjadieni pouzijeme, abychom vyjadiili polomér p = QS kruznice pravidelnému
petiuhelniku (stale se stranou 1) vepsané:

(13) p=QS=r.cos 36°=
=((5 + \5)/10). V(3 + V5)/8)=

=((20 + 8V5)/5) / 4~ 0,688

Vvs§ka v pravidelném pétiahelniku

Vyskou vV rozumime vzdalenost vrcholu od jemu protilehlé strany. Lze ji na
zaklad¢ uvedenych veli¢in vyjadiit riznymi zptisoby, napt. vV = r + p; jednodussi postup
vsak je aplikovat Pythagorovu vétu na trojuhelnik AQD, v némz 2 AQD je pravy; AD je
ptepona a QD vyska, QD = v. Dostaneme

(14) v=A(u? - (1/2)% =
=5 +2.5)/2~1,539

Obsah pravidelného pétinhelnika

Muzeme jej vyjadfit jako pétindsobek obsahu Pt rovnoramenného trojuhelnika, jehoz
zékladnu tvofii strana pétitthelnika a ramena jsou spojnice vrcholt se sttedem a mayji
délku r; vrcholovy uhel je 72°.

(15) Pr7r’sin 72°/2 =
= ((5 + V5)/10).V(10 + 2.N5)/8 =
= ((5 + V5)).N(10 + 2.N/5)/80 ~ 0,344,



a tedy obsah Ps pravidelného pétitihelnika se stranou o délce 1 je

(16) Ps = ((5 + V5)).N(10 + 2.45)/16 ~ 1,720

Porovnejme tuto hodnotu se znaméjsimi obsahy P,, pravidelnych n-uhelniki se
stranou 1, kde n lezi v mnoziné {3, 4, 6}:

(17) P3 =5sin 60°%2 =3 /40,433

(18) P,=1

(16) Ps = ((5 + V5)).V(10 + 2.45)/16 = 1,720
(19) Ps =6.P3= 3./3/2~2,598

Zde svou prochéazku po vlastnostech pravidelného pétitthelniku ukonc¢ime v nad¢ji, ze
aspoil nékteré z nich, naptiklad moznost urcit hodnoty goniometrickych dukci pro
nasobky 18°, &tenar shledal zajimavymi a stojicimi za pozornost.
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