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Primitivni kofeny a kvadratické nezbytky

J. Necéas

Abstract. The article deals with the relationship of the primitive roots, the quadratic non-residues and the
Fermat primes. It uses some simple knowledge of the algebra of finite fields.
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1 Uvod

1.1. V tomto c¢lanku se budeme pohybovat predevsim v télesech Zp, zbytkovych tiid
modulo p, kde p je liché prvoéislo, a to predevsim v jejich multiplikativnich grupach?
Mp. Prvky téchto struktur budeme oznacovat Cisly 0, 1, ..., p-1, resp. 1, 2, ..., p-1. N&které
zaveéry pak budeme formulovat "fe¢i" oboru integrity celych ¢isel. Nejdiive pripomenime
nekteré pojmy, jimz se dale budeme vénovat.

Necht' tedy p je libovolné liché prvocislo. V multiplikativni grupé¢ Mp miizeme
pracovat s celoCiselnymi mocninami; pro libovolny prvek a polozime:

a’=1,

a"=aa"™ pron>0,

a"=(@"! pron<-1,
pricemz a? je inverzni prvek k prvku a.

Jako pfiklad v odd. 5 uvadime tabulky n-tych (n =0, 1, 2, p-1) mocnin nenulovych
prvka v grupach Mp prop =3,5,7,11,13a 17.

1.2. Protoze grupa Mp mé p-1 prvkd, mezi mocninami libovolného prvku a muze byt
nejvyse p-1 riznych hodnot. Grupa My je cyklicka®; protoze p je liché prvocislo, ma Mp
sudy pocet prvkl. Generatory grupy Mp se nazyvaji primitivnimi kofeny modulo p.
Mnozinu vSech primitivnich kofeni modulo p ozna¢me PKp.

Piiklad (viz tabulku mocnin - odd. 5): PKs = {2}, PKs = {2, 3}, PK7 = {3, 5} PK11 = {2,
6,7, 8}, PKiz = {2, 6, 7, 11} PKi7=4{3, 5, 6, 7, 10, 11, 12, 14}. Primitivni kofeny jsou
V levém sloupci vyznaceny polotu¢nou kurzivou.

! Té&leso Z; z Givah vylu¢ujeme ptredevsim proto, Ze jeho multiplikativni grupa je jednoprvkova, a tudiz
nezajimava.

2 Nebudeme rozliovat oznaceni struktury a jejtho nosice, tedy My bude oznacovat jak multiplikativni
grupu, tak (p-1)-prvkovou mnoZzinu v8ech jejich prvki.

3 Toto neni trividlni tvrzeni; bez pouZiti grupové terminologie je dokazano napt. v knize [3], kap. TV, §2
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2 Kvadratické zbytky a kvadratické nezbytky

2.1. Necht p je liché prvocislo a m < p/2. Plati
m? = (p - my>. (1)

Tuto identitu ovéfim snadno, ptejdeme-li do oboru integrity celych ¢isel, kde ovétime,
ze m? = (p - m)? mod p, tedy Ze p|(m? - (p - m)?), coz plyne ze znamého vztahu pro rozdil
druhych mocnin m? - (p - m)? = p.(2m - p).

2.2. MnozZina vSech prvkl grupy Mp se tedy rozpadd na dv€ podmnoziny Qpa Q'p,
V prvni jsou ty prvky, které jsou druhymi mocninami néjakého prvku, v druhé ty, které
druhymi mocninami nejsou. Prvky mnoZiny Qp, resp. Q'p nazyvdme kvadratickymi
zbytky, resp. kvadratickymi nezbytky. Pro pocty Card Qp,resp. Card Q'p prvku téchto
mnozin ze vztahu (1) plyne:

Card Qp < Card Q'p. (2)

Neni obtizné dokézat, Ze plati-li v Mp rovnost x? = y2, pak x =y nebo x = (p - y), a tedy
plati dokonce rovnost

Card Qp=Card Q= (p - 1)/2. (3)

Piiklad (viz druhé mocniny v tabulce mocnin - 0odd.5): Q3 = {2}, Qs = {2, 3},
Q7={3,56}Qu={26,7,810}, Qu1={256,7,8 11}, Q17 =43,5,6,7, 10, 11,
12, 14},

2.3. Porovname-li ptiklady mnozin PK, a Q'r (r = 3, 5, 7, 11, 13, 17), vidime, Ze
v uvedenych piipadech plati PKr < Q'r, pfi¢emz pro r = 3, 5 a 17 zde plati rovnost,
zatimco v piipadech r =7, 11 a 13 plati ostra inkluze. Inkluze PK; < Q' plati pro vSechna
lichd prvocisla r, nebot’ kvadraticky zbytek nemiiZze byt primitivnim kofenem (a tedy
generatorem grupy Mp)*. Nasim cilem bude odpovéd’ na otazku, pro jaka lich4 prvogisla r
zde plati rovnost.

3 Eulerova funkce

3.1. Pro kladna ptirozena ¢isla n definujeme Eulerovu funkci ¢(n) tak, ze ¢(n) vyjadiuje
pocet piirozenych ¢&isel, ktera jsou men$i nebo rovna® &islu n a s ¢&islem n jsou
nesoudé&lna®.

3.2. Neékteré vlastnosti Eulerovy funkce. Plati ¢p(1)=1. Pro kazdé prvocislo p a kazdé
kladné piirozené &islo n je p(p™) = (p-1)p™?, specialné tedy ¢(p) = p-1. Jsou-li pfirozena
¢isla m a n nesoud¢lna, plati rovnost p(mn) = p(m)p(n). Pro kazdé prirozené Cislo n>2 je

4 Necht b je kvadratickym zbytkem v grupé My, b = a*2. Podle Eulerovy véty musi platit

a’(p-1) = a(2*((p-1)/2)) = (@"2)"((p-1)/2)) = b™((p-1)/2)),
a tedy b neni generatorem grupy M, (mocnitel (p-1)/2 ma smysl, protoze p-1 je sudé ¢islo). K symbolu »
viz pozn. 7.
> Moznost rovnosti argumentu zde poZadujeme kv@li smysluplnosti definice funkce ¢@(n) pro n=1;
pozadujeme, aby (1) =1.
® Funkce ¢ se n&kdy téZ nazyva Gaussovou funkci, napt. v knize [5].
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@(n) sudé Cislo. Ze zminénych vlastnosti Eulerovy funkce plyne, Ze pro n = p1™az ... pi*ax
je’
¢(n) = (pr-1)p1M(@s-1) ... (pe-1)pe(an-1) . (4)
Z vyjadteni ¢(n) ve tvaru (4) plyne, Ze hodnota podilu ¢(n)/n zavisi jen na tom, jaka
prvocisla se v prvociselném rozkladu ¢isla n vyskytuji; nezavisi tedy na tom, v jakych
mocninach se tam tato prvocisla vyskytuji. Pokud se v prvociselném rozkladu cCisla n
vyskytuji prvocisla ps, ..., px a Zadné jiné, pak
oM/ =(1-prY)....1-ph). (5)
Dalsim dusledkem vyjadieni ¢(n) ve tvaru (4) (popi. ¢(n)/n ve tvaru (5)) je, Zze pro
libovolné sudé¢ Cislo s plati nerovnost
o(s) <s/2, (6)

pfi¢emz rovnost nastane, pravé kdyZ s je mocninou cisla 2.

3.3. Eulerova funkce se vyuziva pfi studiu primitivnich kotfenll. Ze zakladnich vlastnosti
cyklickych grup totiz plyne tvrzeni: Je-li néjaky prvek a generatorem grupy My, pak plati,
ze @" je také generatorem grupy My, pravé kdyz ¢isla r a fad grupy (tedy p-1) jsou cisla
nesoudélnd. To ovSem znamena, ze grupa Mp ma pravé tolik generatort, kolik je Cisel
menSichnezp -1asp - 1 nesoudélnych, tedy

Card PKp = ¢(p-1). (7)

4 Fermatova Cisla

4.1. n-tym Fermatovym ¢islem nazyvame c¢islo Fn tvaru 272" + 1. Pokud je Fermatovo
¢islo prvocislem, mluvime o Fermatové prvocisle.

4.2. Prvnich pét Fermatovych ¢isel jsou prvocisla:

Fo = 21 + 1 = 3

Fi. = 22 + 1 = 5

F, = 24 + 1 = 17

Fz = 28 + 1 = 257

Fa = 216 + 1 = 65 537

Jind Fermatova prvocisla dosud znama nejsou. Pro informaci uved'me dalsi Ctyfi
Fermatova ¢isla (v&etn& rozkladu na sougin)®:

Fs =2%+1 =4294 967 297 =641 X 6 700 417

Fe =2% +1 =18446744 073709551617
=274 177 X 67 280 421 310 721

Fr =228 +1  =340282 366 920 938 463 463 374 607 431 768 211 457
=59 649 589 127 497 217 X 5 704 689 200 685 129 054 721

" Symbolem * oznaGujeme (v souladu s b&Znou praxi v programovacich jazycich) mocninu; vyrazy x¥ a xy
tedy znamenaji totéz (vCetné vyssi priority mocniny pfed nasobenim, a tedy samoziejmée i pred s¢itanim)
8 Podle [6]
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Fe =2%° +1 =115792089 237 316 195 423 570 985 008 687 907 853 269 984
665 640 564 039 457 584 007 913 129 639 937
=1238 926 361 552 897 X 93 461 639 715 357 977 769 163 558 199 606 896
584 051 237 541 638 188 580 280 321

4.3. V ¢lanku [2] se mluvi o Mersennovych ¢islech, resp. o Mersennovych prvocislech, tj.
o &islech (resp. prvoéislech) tvaru 2-1. Naskyta se otazka, kdy &isla tvaru 2*+1 mohou
byt prvocisly. Pro k=0 a k=1 o prvocisla jde. Necht tedy k>1. Jestlize k neni tvaru 2",
musi v prvociselném rozkladu Cisla Kk existovat aspon jedno liché ¢islo, tedy k = u.t, kde u
je liché ¢islo, u > 1 (t muze byt i 1). Pak

24+ 1= + 1= 2"+ 1)((2)- @Y 2+ ... + 1) (8)

je rozklad ¢isla 2%+1 na sou¢in dvou &initeld vétsich neZ 1. Nutnou podminkou k tomu,
aby &islo tvaru 21 bylo prvoéislem, tedy je, Ze mocnitel k musi byt mocninou ¢&isla 2.
To vsak znamena, Ze Gisla tvaru 21 jsou prvocisly, pravé kdyz jsou Fermatovymi
prvocisly.

4.4. Uvedli jsme, Ze pro vSechna liché prvocisla r plati inkluze PKrc Q'r. V ptikladech,
které jsme uvedli, plati rovnost pro r = 3,5 a 17, tedy pro Fo, F1, F2, zatimco pro r =7, 11
a 13, tedy pro prvocisla, ktera nejsou prvocisly Fermatovymi, nastava ostra inkluze. To
neni nahoda. Plati totiz véta, k niz sméfuje cely tento ¢lanek:

4.5. Necht’r je libovolné liché prvocislo. Pak PK;= Q', pravé kdyz r je Fermatovo
prvocislo.

Vétu nyni dokazme. Vzhledem k platnosti inkluze PKrc Q'r staci dokazat, Ze rovnost
Card PK; = Card Q'r plati, pravé kdyz r je Fermatovo prvocislo. Uvedli jsme, ze
Card Q'r = (r-1)/2, Card PKr = ¢(r-1). Jde tedy o to dokazat, ze ¢(r-1) = (r-1)/2, pravé
kdyz r je Fermatovo prvocislo. Na konci odd. 3.2 jsme ovSem zminili, Ze tato rovnost
plati, pravé kdyz r-1 je mocninou 2, tedy r musi mit tvar 2%+1, coz podle odd. 4.3 je
ekvivalentni s podminkou, Ze r musi byt Fermatovym prvocislem.
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5 Tabulka mocnin prvki ve vybranych grupach M,

Primitivni kofeny jsou vytistény polotu¢né kurzivou; a je zaklad, n exponent.

p= 5

n |0 |1 |2 |3 |4
a

1 |1 |1 |1 |1 |1
2 |1 |2 |4 |3 |1
3 |1 |3 |4 |2 |1
4 |1 |4 |1 |4 |1
p:

n 1 |2

a

1 |1 |1 |1

2 |1 |2 |1
p= 7

L G
o o | W N |-
R E S LS [ I P S =
o o [k |o |k |-k
L S E S F T S
o |w (v o s e
L G

21



10

10

10

10

10

10

11

p:

10

12

11

10

11

12

10

9

12

12

12

8

11

10

12

12

12

10

11

12

12

12

12

10
11
12

13

p:

10
11
12

22



17

p:

O
— | A A | | | | | A | | | | |
Lo (92} Lo N | O — ©
— | O -l N~ M | HA| N} df | | < | o]
< (92} O o | o o™
— —A| N| | «| O O I << O O | «—| N |
(92} ol N o — < ™M O
— A | | M| | ©| O | | N~ | | 1O N
N © ™M M O O M ™ ©
— D A ol e S o R B I B I B I e e I ol e R ol e B I o |
— ™ < Lo N o ©
— | N~ | | 1| - N | M| | ©| | | o
o «© Yo} ™M ™M Yo} ©
— <t| 0O <« O | N| | | N | O <« oo <|
< AN | O (2] | ©
(o] AN| | | | | | O O I~ ©| 1| Al ™M |
© Ol ©l © ©| ©| © ©
[ee] | A A A | | | A A A | | | |
—A| M O] <<I| N| W O
N~ | df | | | | | N| IO M N~ < ©| o]
™M IO © O I ™M
O | | | N| O O I I O O N| |l | |
Lo < — o ™| «N O
Lo —A| IO | | M~ | O O © «H M| | <« N
O ™M ™ | © (92} ™ ©
< D e I e B e B ol I ol B B R ol S ol e I N B I B o |
ol ™ N ol < — O
(92} Q| «f | O | M| N| | - IO «d < N~ O
© | M M W ©
N <t| O <« 00| N| | | | | N 0O «H O <|
O | N M | 1 ©
— N M I WO © i~ O O «df «df | | | |
o | A | | | | | | | | | | | |
O «—| N M | 1 ©
e AN M I WO © i~ O O «df «d | | | |

23



Literatura

[1] KRIZEK, M., SOMER, L., SOLCOVA, A.: Kouzlo ¢&isel. Praha, Academia 2009.

[2] NECAS, J.: Some Remarks on Trigonal and Perfect Numbers. Mundus Symbolicus
23, 2015

[3] MICHELOVIC, S. Ch.: Teorija ¢isel. Moskva, Vyssaja skola 1967.

[4] RYCHLIK, K.: Uvod do elementarni &iselné teorie. Praha, JCMF - Pirodovédecké
nakladatelstvi 1950

[5] SIERPINSKI, W.: Arytmetyka Teoretyczna. Warszawa, PWN 1968.

[6] https://cs.wikipedia.org/wiki/Fermatovo_%C4%8D%C3%ADslo

RNDr. Jifi Necas
Department of Mathematics
University of Economics
Ekonomicka 957

148 00 Prague 4

e-mail: necas@vse.cz

24



