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Kvadratické rovnice v Z,

J. Necas

Abstract. "Higher" algebra textbooks usually don't pay closer attention to the counting praxis in the finite
fields. This article discusses one sort of counting tasks in the fields of residue systems by prime module:
a solution of quadratic equations. At the end of the article is given an example with a module equal to 13.
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kvadraticka rovnice, feSeni kvadratické rovnice v kone¢ném télese.

Symbolem Z budeme oznacovat obor integrity celych ¢isel a Zp budeme znacit téleso
zbytkovych t¥id podle modulu p, kde p je liché prvoéislo?; struktury a jejich nosi¢e budeme
znacit stejné, tedy 2 ={...,-2,-1,0, 1, 2,3, ..}, Z,={0,1, ..., p- 1}. Symboly 0, 1, ..., p -
1 tak budou znacit jak cela ¢isla, tak tfidy kongruence podle modulu p, tedy prvky télesa
Zp; kontext bude volen tak, aby nedosSlo k nedorozuméni. Rovnéz pro binarni télesové
operace v Z a v Zp budeme pouzivat stejné symboly.

Ukazeme, ze podobné jako v télese redlnych Cisel i v Zp pro kazdou kvadratickou
rovnici
X°+rx+s=0 (1)
nastane prave jedna z moznosti:
a) rovnice ma pravé jedno fesent,
b) rovnice ma pravé dvé fesent,
C) rovnice nema feSeni.

Budeme dale davat pfednost mnozinovému pojeti pojmu feseni, v tomto pojeti zminéné
mozZnosti vyjadiime takto:

a) feseni rovnice ma prave jeden prvek,

b) feSeni rovnice ma pravé dva prvky,

C) feSeni rovnice je prazdna mnozina.

Kazdy z koeficienti r, S je prvkem mnoziny mnoziny Zp, a tedy mtize nabyvat p riznych
hodnot. Znamena to, Ze v Zp existuje p? riiznych kvadratickych rovnic tvaru (1), a tedy
(teoreticky; v praxi pro dostatecn¢ mala p) feSeni vSech takovych rovnic lze vyjadfit
¢tvercovou tabulkou, v niZ napft. fadky odpovidaji riznym hodnotam r a sloupce riznym
hodnotam s. Na zavér vykladu uvedeme takovou tabulku pro téleso Z13. Clanek zakonéime
zminkou o kvadratickych rovnicich v Z2, pficemzZ vyuZijeme toho, Ze tam existuji jen 4
mozné dvojice (T, S) koeficientll v rovnici.

1V zavéru ¢lanku rozsifime nékteré zavery i na Zo.
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Necht’ p je libovolné liché prvocislo a 0 < m < p/2. V oboru integrity celych Cisel plati
m? - (p - m)? = p(2m - p); rozdil je délitelny &islem p, a tedy v Z, plati identita

m? = (p - m)%, )

Ponévadz kazdy nenulovy prvek télesa Zp, ktery je druhou mocninou né&jakého prvku,

je druhou mocninou aspon dvou prvku, rozpada se (p — 1)-prvkova mnozina v§ech nenu-

lovych prvki télesa Zp na dvé neprazdné podmnoziny Qp a Q'p; v prvni jsou ty prvky, které

jsou druhymi mocninami néjakého prvku, v druhé ty, které druhymi mocninami nejsou.

Prvky mnoziny Qp, resp. Q'p nazyvame kvadratickymi zbytky, resp. kvadratickymi

nezbytky modulo p. Pro poéty Card Qp, resp. Card Q'p prvki téchto mnozin podle (2) plati

Card Qp S Card Q'p .

Neni obtizné dokazat, e plati-li pro nenulové prvky X, y € Zp rovnost x> = y?, pak
X =ynebo x = (p -Y), a tedy plati dokonce rovnost

Card Qp=Card Q= (p —1)/2 3)

V Zp mizeme ryze kvadratickou rovnici

x>+ s=0, (4)
piepsat ve tvaru
X2 =\s = t, (5)

kde symbol \ vyjadiuje unarni minus v Zp; tedy \s = 0, pokud s =0, \s = p — s v ostatnich
piipadech. Reseni rovnice (5), a tedy i rovnice (4), je prazdna, resp. jednoprvkova, resp.
dvouprvkova mnozina, pravé kdyz t je kvadraticky nezbytek, resp. 0, resp. kvadraticky
zbytek modulo p. Reseni rovnice (5) nazveme odmocninou z prvku t a oznadime Vt.
V tomto pojeti tedy odmocnina v Zp je prazdnd, jedno nebo dvouprvkova mnozina.
Vénujme se nyni "obecné" kvadratické rovnici (1) pro libovolny okruh Zp, kde p je liché
prvoéislo. Rovnici (1) upravime obdobné?, jako se to dél4 v télese realnych ¢isel:

(X +r/2)? = (rl2)* —s (6)

Pocet feseni dané rovnice tvaru (1) bude zaleZet na tom, zda (r/2)? — s je kvadraticky
zbytek, kvadraticky nezbytek ¢i 0, tedy pokud

(r/2)? — s je kvadraticky zbytek, feseni rovnice (1) ma pravé 2 prvky,
(r/2)? — s je kvadraticky nezbytek, feseni rovnice (1) je prazdnd mnozina,

(r/2)? =s, fedeni rovnice (1) méa pravé 1 prvek.

Resenim rovnice (1) je mnozina

{x|3w e V(r/2)? =s)) : x=\(r/2) +w}. (7)

Z uvedeného vykladu je ziejmé, Ze mezi p? riznymi rovnicemi tvaru (1) v t&lese Z, je

2 Vyraz a/b znamena totéZ jako a.bl; v komutativnim télese Ize d&leni nenulovym prvkem smyslupIné
definovat. Je zfejmé, Zze podobnou konstrukci nelze délat v Z,, kde nenulovy prvek 2 neexistuje.
Pozadavek, aby p bylo liché prvocislo, je tedy podstatny.
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p(p — 1)/2 rovnic majicich prazdné fesent,
p rovnic majicich jednoprvkové feSeni a
p(p — 1)/2 rovnic majicich dvouprvkové feseni.

Jako ptiklad uved’'me feSeni kvadratickych rovnic v Zi3.
Kvadratické zbytky modulo 13 jsou 1, 3,4, 9, 10 a 12 (viz tabulku 1 druhych mocnin
modulo 13; z tabulky je vidét, ze zde plati vztah (2)).

Tabulka 1
X 0 1 2 5 6 | 7 8 1011112
x| 0 1 4 12 11011012 9 4 1

Tabulka 2 uvadi hodnoty vyrazt (r/2), \(r/2), (r/2)?> a (r/2)?> —s pro riizné dvojice
(r, s), pficemz typem pisma jsou odliSeny kvadratické zbytky, nuly a kvadratické ne-zbytky.

Tabulka 2
S

rjrf2)\el2 /221 0|12 |3|4|5|6|7|8|9]|10|11|12
0j]0] O O [0(12{11|10[{9 |8 |7 |6 |5 |4|3|2]1
1171 6 10 1101 9|8 | 7|6 |5 |4 |3|2(1]0(12]11
211112 1 1[0(12(11|101 9|8 | 7|6 |5|4]|3]|2
318]| 5 12 112|11|10| 9|8 |7 |6 |54 |3|2|1]0
412 11 4 4 (32 (1(0(12|11|10|9 |8 |7 |6 |5
5191 4 3 312(1|10(12{11|10/9 |8 |7 |6 |5 | 4
63| 10 9 9(s|7|6|5]|4|3|2(1]0|12{11]10
7110 3 9 98 |7|6|5|4|3|2(1[0(12{11(10
814| 9 3 31211]10(12{11|{10{ 9|8 |7 |6 |5]| 4
9111 2 4 14131 211]0(12|11[10[{9 |8 |7 |65
10| 5| 8 12 1121111019 |8 |7 |6 |54 |3|2|1]|0
11112 1 1 1[0(12(11|101 9|8 | 7|6 |5|4]|3]|2
1216 | 7 10 |10 9|8 |7 |6 |5 4|3 |2]1]0]|12]|11

Zminili jsme, Ze feSeni kvadratické rovnice (1) miiZze byt pro jednotlivé hodnoty
uspotadanych dvojic (r, S) vyjadieno tabulkou; pro Zi3 je vyjadiuje tabulka 3; slozené
"mnozinové" zavorky a ¢arky mezi prvky dvouprvkovych mnozin jsou v ni z grafickych

divodi vynechany.
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Tabulka 3

s| 0 1 2 3 4 5 6 |7 8 9 [10 [11 [12
r

0fo 8 @ 7 6/3100¢p |@ |6 |9 (11 2(4 9|0 112
112 0|3 g |¢ |o |0 8 4|2 10|@ 5 6 1 11| ¢
2101112 |4 7|9 5 6|9 2|9 (@ |@ @ 110/8 3|¢
3110 0|@ |11 12(2 8|¢@ @ ¢ |@ 7 31 9 4 6|5
410 97 2|¢ |10 1211 6 3|0 54|1 8|6 (@ |0 @
518 0| 5 3|4 9 12|¢ |1011]1 7|9 o @ |@ 6 2
6lo 7|9 (@ |@ |@ 8 12|1 6|@ |11 9|10 |2 5|¢@ 3 4
716 olg |(¢ |@ |@ 1 5(7 12|96 |4 3 8 11| @ 9 10
g8|lo 5|{@ |10 8|9 1 4|¢ 2 3|6 12|¢ ¢ | |¢ |17
914 0|11 6|9 1 32 |107|¢ |9 8|51 |¢ |@ |@
10({0 3|¢@ 1 2|511|¢ |6 |@¢ |@ |106|4 12/ |7 9|8
112 o1 6 9|¢ 7 8|11 4|9 (@ |@ @ |3 1210 5|¢@
12|10 1{4 10|¢ |@ |@ |¢@ 9 5(311|@ 6 8|7 2 12|

Jak jsme jiz zminili, ¢lanek zakonéime zminkou o feSeni rovnice (1) v Z». Koeficienty
r a s nabyvaji hodnot 0 a 1, a tak po jejich dosazeni rovnice m4 jeden ze &tyf tvari X2 = 0,
X+1=0,x2+x= 0,x*+x + 1= 0. Resenim t&chto rovnic jsou po fadé mnoziny {0},
{1}, {0, 1}, @. Uvedené tvrzeni o poctu prazdnych, jedno a dvouprvkovych feseni v Zp
tedy plati i pro p = 2.
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