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ZamysSleni nad hodnotami Eulerovy funkce

Tento Clanek se blize vénuje nékterym myslenkam z ¢lanku Hodnoty Eulerovy funkce . Pocitam s jeho
postupnym upravovanim.

0. Oznaceni

No - mnozina vSech prirozenych cisel (v¢etné 0),
N - mnoZina vSech nenulovych prirozenych cisel
P - mnozina vSech prvocisel

H - mnoZina vSech hodnot dané funkce

C - podmnoZina (s vylou¢enim rovnosti)

C - podmnoZina (s moZnosti rovnosti)

1. Pojmy

Pro i € V definujeme @(n) jako pocet prirozenych cisel, ktera jsou mensi nebo rovna n a
jsou s n nesoudélna. Funkci nazyvame Eulerovou funkci.

V oboru hodnot H(¢p) Eulerovy funkce lezi jediné liché ¢islo, ato 1; 1 = @(1) = @(2). Néktera suda cisla
jsou hodnotami Eulerovy funkce, néktera nikoli. Mezi stem sudych ¢isel, jeZ jsou mensi nebo rovna 200,
nelezi v H (@) téchto 29 sudych cisel:

14 26 34 38 50 62 68 74 76 86

90 94 98 114 118 122 124 134 142 146

152 154 158 170 174 182 186 188 194

Déle pro i € IV definujeme relativni Eulerovu funkci ®(n) jako podil @(n)/n. Jeji
pirevracenou hodnotu 1/®(n)nazveme Hildegardinou funkci Hi(n), tedy

®(n) = @(n)/n,

Hi(n) = n/@(n).
Plati

H(®) < (0; 1),

H(Hi) c (1; )
Plati zde ostré inkluze, nebot’ oba obory hodnot na levych stranach jsou spocetné mnoziny, kdezto
intervaly na pravych strandch maji mohutnost kontinua.

Dale definujme funkce prvofaktoridl Prfact a subprvofaktoridl SPrf (druha z nich je
definovana jen pro potieby tohoto ¢lanku, piipadné pozdéjsich ¢lankl s nim
souvisejicich). Pro i-té prvocislo (v uspotradani podle velikosti) pouZijme oznaceni q;.
Tedy q1=2,92=3, .., q6 = 13, ...
PoloZme

Prfact(n)=qi1.9z2....qn=1Iliz1"q.

Tedy Prfact(1) = 2, Prfact(2) = 6, Prfact(3) =30, Prfact(4) = 210, ...
MnoZinu vSech hodnot funkce Prfact ozna¢me PRF; tedy
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PRF =q4er H (Prfact).

VSechny hodnoty funkce Prfact jsou délitelné dvéma, Zadna vSak neni délitelna 4. Pti zapisu v desitkové
soustaveé maji hodnoty funkce Prfact, které jsou aspon dvojciferné, jako posledni cislici 0 a jako
piredposledni 1, 3, 7 nebo 9.

PRF ={2; 6; 30; 210; 2310; 30 030; 510 510; ...}

Pro uvahy kolem Eulerovy funkce zaved'me zminény subprvofofaktorial
SPrf(n) = (q1-1) . (q2-1) . ... (qn—-1) = [I;=17 (qi-1).

Tedy SPrf(1) = 1, SPrf(2) = 2, SPrf(3) = 8, SPr(4) =48, ...

MnoZinu vSech hodnot funkce SPrf ozna¢me SPR.

Hodnoty funkci Prfact(n), Hi(Prfact(n)) a Sprf (n) pro n < 12 uvadi tabulka 1; je v ni
rovnéz uveden rozklad hodnot Sprf (n) na prvocinitele.

Vsechny hodnoty funkce SPrf(n) pro n > 1 jsou délitelné dvéma, pro n > 2 jsou dokonce délitelné 2n.
Zatimco prvociselny rozklad hodnot funkce Prfact je trivialni zalezitosti, o prvociselném rozkladu hodnot
funkce SPrf Zadné takové tvrzeni neplati.

SPR ={1; 2; 8; 48; 480; 5760; 92 160; ...}

Tab. 1. Funkce Prfact a SPfr pron <12

Prvoc¢iselny rozklad SPrf (n)

n q[n] Prfact(n) Hi(Prfact(n)) SPrf(n) 2 3 5 7 11
1 2 2 2 1 0 ] 0 0 ]
2 3 6 3 2 1 ] 0 0 ]
3 5 30 3,75 8 3 ] 0 0 ]
4 7 210 4,375 48 4 1 0 0 4]
5 11 2 310 4,8125 480 5 1 1 4 4
6 13 30 030 5,213541667 5 760 7 2 1 0 4]
7 17 510 510 5,539388021 92 160 11 2 1 4 4
8 19 9 699 690 5,8471318 1 658 880 12 4 1 0 ]
9 23 223 092 870 6,112910518 36 495 360 13 4 1 0 1
10 29 6 469 693 230 6,331228751 1 021 870 080 15 4 1 1 1
11 31 200 560 490 130 6,542269709 30 656 102 400 16 5 2 1 1
12 37 |7 420 738 134 810 6,723999423 | 1 103 619 686 400 18 7 2 1 1

VEtsi prvocinitel nez 11 se v rozkladu uvedenych hodnot SPrf nevyskytuje
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2. Vypocet hodnot funkci ¢, ® a Hi

Necht

(2.0) n=(p1"k1).(p2" k2). .. (pm ™ km)

je prvociselny rozklad ¢isla n. Plati

2.1) @(n) = (p1-1).(p1 *(ki-1)). (p2 - 1).(p2 (k2= 1)). ... (pm = 1).(pm " (km - 1)),
a tedy

(2.2) ®(n)= [(p1-1). (p2-1). ... (pm - 1)]/[p1p2. ... .Pm] =
=(1-p1).(A-p2Y). ... (1-pmh),
(2.3) Hi(n) = [pr.p2....pm]/[(p1-1). (p2-1).... (pm-1)] =
= (1 +(p1=1)1). (1 + (p2-1)1). .. (1 + (pm—1)1).
Necht i € V. Pak ze vztahu (2.1) )plyne

(2.4) @(Prfact(i)) = SPrf(i).

Oznacme

(2.5) Himax(n) = maxje(1,2...ny Hi(j)

Himax je neklesajici funkce. Pro kazdé n € V plati:
(2.6) (3i) Himax(n) = Hi(Prfact(i))

(2.7) H (Himax) = PRF

Hodnotu Prfact(i), uvedenou v (2.6), nazveme prvofaktoridalovym zdkladem cisla n;
oznacime ji Pfbas(n). Hodnoty funkci Himax(n) a Pfbas(n) (n < 40) ukazuje pro ilustraci
tabulka 2; jsou v ni uvedeny i hodnoty ¢(n) a Hi(n).

Zastavme se u funkce Hi(Prfact(n)). Plati:

(2.11) Hi(Prfact(n)) = Prfact(n)/¢@(Prfact(n)) =
= iz1nqif =17 (qi - 1) = =1 (qi/(qi - 1)) =
=i=1" (1 +1/(qi - 1))

Hi(Prfact(n)) je tedy funkce rostouci; z tabulky 1 je patrno, Ze jeji rlist se s rostoucim n
zpomaluje. Jak dale ukaZeme, presto plati

(2.12) lim Hi(Prfact(n)) = oo

Vratme se k poslednimu vyjadreni ve vztahu (2.11):

(2.13) Mi=1" (1 +1/(qi-1)) > =" (1 + 1/qi) >
>1+X=1"1/qi

Je znamo, Ze harmonicka rada (soucet prevracenych hodnot prirozenych cisel) diverguje.
Plati ovSem i silnéjsi tvrzeni, totiZ Ze soucet prevracenych hodnot prvocisel diverguje, tj.

(2.14) lim Zi=1" 1/qn = oo,
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a tedy
(2.15) lim Hi(Prfact(n)) =lim [li=1" (1 + 1/(qi- 1)) >
>limIli=1"(1+1/q;) >1limZi=1" 1/qn =00
Tab. 2
n @(n) |Hi(n) | Himax(n) | pfbas(n)
1 1 1 1 1
2 1 2 2 2
3 2| 1,5 2 2
4 2 2 2 2
5 4| 1,25 2 2
6 2 3 3 6
7 61,167 3 6
8 4 2 3 6
9 6| 1,5 3 6
10 4 2,5 3 6
11 10 1,1 3 6
12 4 3 3 6
13 121,083 3 6
14 6[2,333 3 6
15 8|1,875 3 6
16 8 2 3 6
17 16|1,063 3 6
18 6 3 3 6
19 18|1,056 3 6
20 8 2,5 3 6
21 12| 1,75 3 6
22 10 2,2 3 6
23 22|1,045 3 6
24 8 3 3 6
25 20| 1,25 3 6
26 122,167 3 6
27 18 1,5 3 6
28 12]2,333 3 6
29 2811,036 3 6
30 8| 3,75 3,75 30
31 30(1,033 3,75 30
32 16 2 3,75 30
33 20| 1,65| 3,75 30
34 162,125 3,75 30
35 241,458 3,75 30
36 12 3 3,75 30
37 361,028 3,75 30
38 182,111 3,75 30
39 241,625 3,75 30
40 16| 2,5| 3,75 30
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ProtoZe posloupnost Hi(Prfact(n)) je vybranou posloupnosti z posloupnosti Hi(n), plati

(2.16) lim sup Hi(n) = oo

3. MnoZiny ¢-1 (m)

Symbolem -1 (m) oznac¢ime mnozinu {n € V| @(n) = m}, tedy
@l (m)=a{n € N | @(n) =m}.

Zminili jsme, Ze licha ¢isla j vétsi neZ 1 a také néktera suda cisla j (napft. 14, 26, 34, ..., 114,
..) nelezi v 7 (), tedy pro né
o1()=0.

Do mnoZiny H (@) patii vSechna prvociselné pokrytd suda Cisla, tj. takova suda Cisla 2t, Ze
2t + 1 je prvocislo (2t je hodnotou Eulerovy funkce pro toto prvocislo). Z vyjadreni (2.1)
Cisla s rozkladem (2.0) plyne:

Pokud je ¢islo k dvojnasobkem lichého prvocisla, k = 2.p, pak k € H (¢) jen tehdy, je-li
prvociselné pokryté; pokud p > 3, pak @1(k) = {2.p +1; 4.p +2}.

Pro dané prirozené Cislo m se budeme snazit najit "co nejmensi" interval I € IV takovy,
aby

(3.0) el(mcl

a aby jeho urceni nebylo prilis vypocetné komplikované. (Autor si je védom vagnosti
pozadavkt, kladenych na I.)

Necht' n € V. Knému urCeme r € PRF, r = Prfact(i), r<n <r’, r'=Prfact(i + 1). Pak
(3.1) Hi(n) < Hi(r")

UvaZujme nyni prirozené ¢islo m s prvociselnym rozkladem (2.0). Hodnota Eulerovy
funkce ¢ (m) ma vyjadieni (2.1). Zde mezi ¢isly pi - 1 mlZe byt nanejvys jedno liché, a to
1 (pokud p1 = 2). Ve soucinu (2.1) je proto aspon r - 1 sudych ¢isel, a tedy v prvociselném
rozkladu cisla ¢ (m) je ¢islo 2 asponi v mocniné r - 1.

Plati tedy:

Necht k = ¢ (m). Necht s’ = max {x ; 2| k}. Pak v prvociselném rozkladu ¢isla m se
vyskytuje nanejvys s’ rliznych lichych prvociniteld, a tedy nanejvys s =s' + 1 vSech
prvociniteli. Pro ¢islo r z rozkladu (2.0) tedy plati r < s. Poznamenejme, Ze k urceni
hodnoty s je tfeba znat k, kdeZto Cislo m znat tfeba neni.

Piiklad: Necht k = 18, tedy plati napt. k = @(54). ProtoZe 2|18, neplati 4|18, tedy tedy s' = 1, a tak s = 2.
Pritom r = 2.

Oznacme T(s) soucin
(3.2) Ts) =(1-q1Y)..(1-gs1)
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Plati T(s) € (0; 1), atedy 1/T(s) € (1; o), viz tab. 3.

Tabulka 3 uvadi cisla k € H (@), ktera jsou mensi nebo rovna 60. Je v ni uveden jejich
prvociselny rozklad, pricemZ prvociselné pokryta ¢isla tam jsou vyznacena tuc¢né
kurzivou. Jsou tam uvedeny i hodnoty s(k), 1/T(s), k/T(s) a vy¢tem prvkil také mnoziny
@1 (k). Pro ¢islak € H (@) N{1; 2; ..; 59, 60} je z tabulky 3 patrna platnost nerovnosti
(3.8).

Vénujme se dale hledani intervalu v V', v némz leZi pro dané k € H (@) cela mnoZina @1
(k) a ktery neni zbytecné velky.

ProtoZe pro libovolné i plati pi > qi, jepil1<qil,atedy1-pit=1-q;l. Opakovanym
pouzitim této nerovnosti dostaneme

(3.3) dm)=(1-p1Y)..(1-pr) 2 T(r)
Protoze s 2, je T(r) 2 T(s), a tak

(3.4) d(m)=(1-p11)..(1-pr1)2T(s).
Tedy

(3.5) ®(m) = @ (m)/m 2T(s),

odkud dostavame

(3.6) ms @ (m)/T(s).

Oznacme ¢ (m) = k. Pro libovolné n € ¢-1(k) tedy plati
(3.7) n< k/T(s(k)),

a tedy

(3.8) max @ ‘1(k) < k/ T(s(k)).

Nasli jsme tak interval, ktery spliiuje vztah (3.0) v€etné neurcité formulovanych
pozadavkil na néj kladenych. Pro libovolné k € IV tedy plati

(3.9) (k) < (ks k/T(s (K)))

Poznamenejme, Ze ze vztahu (2.1) plyne:
pokud pro néjaké liché ¢islo y plati y € ¢-1(k), pak také 2.y € @-1(k);
pro kazdé k € H () tedy je max ¢-1(k) sudé Cislo.
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Tab.3
Prvociselny rozklad Cisla k (mocnitele) Hodnoty funkciz kap.3 MnoZina ¢ -t (k)

k |2|3|5(7| 11 ) 13| 23 [29] s(k) |1/T(s)| k.1/T(s)

1 1 2 2 1 2

2|1 2 3 6 3| 4] 6

4|2 3 3,75 15 5/ 8] 10|12

6|1|1 2 3 18 7| 9] 14|18

8|3 4 4,375 35 15| 16| 20| 24| 30

10|1 1 2 3 30 1| 22

12|21 3 3,75 45 13| 21| 26| 28| 36| 42

16| 4 5 4,81 71 17| 32| 34| 40| 48| 60
18|12 2 3 54 19| 27| 38| 54

20| 2 1 3 3,75 75 25| 33| 44| 50| 66
22|1 1 2 3 66 23| 46

24131 4 4,375 105 35( 39| 45| 52| 56| 70| 72| 78| 84| 90
28| 2 1 3 3,75 105 29| 58
30(1(1(1 2 3 90 31| 62

32(5 6 521 167 51| 64| 68| 80| 96102120
36|2|2 3 3,75 135 37) 57| 63| 74| 76| 108 | 14| 126
40| 3 1 4 4,375 175 41| 55( 75| 82| 88100| 10132150
42(1(1 1 2 3 126 L3 [ 49| 86| 98

441 2 1 3 3,75 165 69| 92(138
46| 1 1 2 3 138 47| 94

4814 |1 5 4,81 231 65]104 105|112 130 | 140 | 210
522 1 3 3,75 195 53] 106

54(1]3 2 3 162 81] 162

56| 3 1 4 4,375 245 87| N6 (174
58| 1 1 2 3 174 59| 18

60|2 (1|1 3 3,75 225 61 77| 93 [ 99(122| 124 | 154|186 198

Praha, srpen 2026

Posledni dprava 29.8.2026 (tab. 3:
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