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Licha abundantni Cisla

J. Necas

V ¢lanku [1] jsme uvedli, ze se povazuje za velmi pravdépodobné, ze neexistuji licha dokonala ¢isla. Pojem
dokonalého ¢isla motivuje zavést v zavislosti na souctu délitelti pojmy abundantni a deficientni Cisla. Jim je
vénovan clanek [2], kde je zminéno, ze mezi prvnimi 500 lichymi Cisly je jediné abundantni. V tomto ¢lanku se
rozloZeni lichych abundantnich ¢isel vénujeme podrobnéji.

Abstract. In article [1] we have stated that it is considered very unlikely that there are odd perfect numbers. The
concept of perfect number motivates the introduction of abundant and deficient numbers depending on the sum
of divisors. This is the theme of the article [2], where it is mentioned that among the first 500 odd numbers is the
only one abundant. In this article, the distribution of odd abundant numbers is discussed in more detail.

Kli¢ova slova. Pocet délitel, soucet déliteld, abundabilita, abundantni ¢islo, dokonalé ¢islo, deficientni ¢islo,
relace "deli".

V tomto ¢lanku navazeme na ¢lanek [2], ktery se vénuje abundantnim ¢isliim. Budeme

vvvvvv

Dale zavedeme pojem bezétvercové prirozené €islo, coZ je takové piirozené ¢islo, které neni
délitelné druhou mocninou Zadného ptirozeného Eisla. Cislo x je bezCtvercove, prave kdyz je
1ze rozlozit na soucin prvocisel majici tvar

x=pip2....puy (P1<p2 <...<pwm). 2)
Polozme déle prox, y € N
P, .)={z€P;z>x},
P(,y)={z€P;z<y}
P, y)=1{z€P;x<z<y}.
Poznamenejme, Ze pro kazdeé ¢islo x je prvni z mnoZin nekonecnd, kdeZto dalsi dvé konecné.

Ptirozené ¢islo x > 1 nazveme p-Cislem (p € P), praveé kdyz p je nejmensi prvocislo, jimz je
&islo x délitelné.! Ozna¢me dale Pr (x) mnozinu viech prvoéisel, jimiz je &islo x délitelné.
Jestlize x je p-¢islo, pak Pr (x) € P (p, .)

1 2-¢islo je tedy totéz, co sudé &islo.
2 Symbol c oznaduje ostrou inkluzi.
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Ptipomenime, Ze abundantnim ¢islem nazyvame kazdé¢ takové nenulové ptirozené Cislo x,
pro soucet S(x) jehoz délitelii plati S(x) > 2x. Abundabilitou a(x) €isla x nazveme podilu S(x)
/x, a (x) = S(x)/x. Cislo x je abundantni, pravé kdyz a (x) >2. Poznamenejme, Ze pro viechna n
€ Njea(n)>1,pticemza (n) =1, pravé kdyzn = 1.

Necht p je prvocislo. Pak
a(p)=1+p"
a pro kazdé ptirozené ¢islo n > 1 plati

ap") € (1 +p; 1+ (p-1)h,

limy->- a(p") = 1+ (p-1)’! (A)
Necht’ p je libovolné prvocislo a m a n pfirozena ¢isla, m < n. Pak

a(p™) < a(p")
Necht’ p a g jsou dvé prvocisla, p < ¢. Pak

a(p) > a(q)

a dokonce pro kazdé ptirozené Cislo n plati
a(p”) > a(g" .’

Zadné ¢&islo tvaru p” (p € P, n € N) neni abundantni. Pro vechna abundantni &isla x tedy plati
Card Pr (x) > 1.4

Necht’ m > 1 je libovolné liché ptirozené Cislo (tedy specidln€, mtze to byt liché prvocislo).
Ponévadz ze vztahu (A) plyne, ze lim,-> la (2") = 1, existuje takové &islo k €N, ze 28 .m
je abundantni ¢islo. Existuji tedy sudd abundantni ¢isla x, pro néz Card Pr (x) =2

Necht' x € N, x =p1"k1 . p2"ka . ... . p.ka. Pak z multiplikativnosti abundability plyne, Ze
a(x) = a(p1™kr) . a(p2k2) . ... . a(pnkn) (B)

V ¢lanku [2] jsme ukazali (myj. 1 prostfednictvim zavérecné tabulky), Ze mezi sudymi Cisly
jsou abundantni ¢isla pomérné husté rozlozena. Jim se jiz dale vénovat nebudeme a zamétime
svou pozornost na licha abundantni Cisla. Uvedli jsme tam, Ze nejmensi liché abundantni ¢islo
je 945 = 33.5.7. Abundabilita jednotlivych ¢&initeld je po fadé:

a(3%) = (1-3%/(1-3") =(80/81)/(2/3) = 40/27 = 1,48148
a(5) = 1,2, a(7) = 1,14286,

tedy
a(945)=1,48148 . 1,2 . 1,14286 = 2,032

3 Funkce la (p”) je tedy klesajici v argumentu p, avSak rostouci v argumentu 7.
4 Card M znagi poCet prvkl mnoziny M (oznageni budeme pouZivat jen pro konedné mnoziny).
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Supremalni abundabilitou prvocisla p nazveme ¢islo
sa(p) = sup,a(p”) = lim,—wa(p’)=1+(p - 1)!

Funkce sa(p) je klesajici funkci argumentu p.

Tabulka 1 obsahuje logaritmické abundability la, supremalni abundability sa a jejich rozdily
pro prvocisla z mnoziny P (2, 349)
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Tabulka 1
sa(p) - sa(p) -
p a(p) sa(p) a(p) p a(p) sa(p) a(p)
2 1,50000| 200000| 050000 151 1,00662| 1,00667| 0,00004
3 1,33333| 1,50000| 016667| | 157 | 1,00637| 100641 000004
5 1,20000| 1,25000| 005000/ | 163 | 1,00613| 1,00617| 0,00004
7 114286] 116667 002381 167 | 100599 1,00602| 000004
11 1,09091| 110000/ 000909 | 173 | 100578/ 1,00581| 000003
13 1,07692| 108333  0,00641 179 | 100559 1,00562| 0,00003
17 1,05882| 106250| 0,00368 181 1,00552| 1,00556| 0,00003
19 1,05263| 105556 000292| | 191 | 100524| 100526/ 0,00003
23 1,04348| 104545| 000198 193 1,00518| 1,00521| (000003
29 1,03448 103571 000123 197 1,00508| 1,00510| 0,00003
31 1,03226| 103333 000108 | 199 | 1,00503| 100505/ 0,00003
37 1,02703| 1,02778| 0,00075 211 1,00474| 100476 0,00002
41 102439 102500/ 0,00061 223 | 100448 100450/ 0,00002
43 102326 1,02381| 000055 | 227 | 1,00441| 100442| 000002
47 1,02128| 1,02174| 000046 | 229 | 1,00437| 100439 0,00002
53 1,01887| 1,01923| 00003| | 233 | 100429 100431| 000002
59 101695 101724) 000029| | 239 | 1,00418| 100420 0,00002
61 1,01639| 1,01667| 000027| | 241 | 100415/ 1,00417| 000002
67 1,01493| 1055 000023| | 251 | 1,00398| 100400/ 0,00002
71 101408/ 101429| 000020 | 257 | 100389 1,00391| 000002
73 1,01370 1,01389|  0,00019 263 1,00380| 1,00382| 0,00001
79 1,01266 1,01282|  0,00016 269 1,00372| 1,00373| 0,00001
83 1,01205| 10120/ 000015 | 271 | 100369| 100370/ 0,00001
89 101124|  101M36| 000013| | 277 | 100361| 1,00362| 000001
97 1,01031| 101042 000011| | 281 | 1003%6| 1,00357| 000001
101 1,00990| 101000 0,00010 283 1,00353| 1,00355| (0,00001
103 | 100971| 100980/ 000010/ | 293 | 1,00341| 100342 000001
107 | 100935| 100943| 000009 | 307 | 10032| 100327| 000001
109 1,00917| 1,00926| 0,00008 311 100322| 1,00323| 0,00001
113 | 100885/ 1,00893| 000008 | 313 | 100319| 1,00321| 000001
127 | 100787| 1,00794| 000006| | 317 | 100315 1,00316| 000001
131 | 100763| 1,00769| 000006| | 331 | 1,00302| 100303/ 000001
137 1,00730| 1,00735| 0,00005 337 1,00297| 1,00298| 0,00001
139 | 100719| 100725 000005 | 347 | 100288/ 1,00289| 000001
149 | 100671| 10067 000005/ | 349 | 100287| 100287| 0,00001
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Z tabulky 1 je vidét, ze rozdil sa (p) - a (p) s rostoucim p velmi rychle klesa.
Bezctvrecové Cislo x s rozkladem (Z) je abundantni, prave kdyz

I1," a(pi) > 2

Necht g1, ... gu jsou navzajem rizna prvocisla. K tomu, aby existovalo abundantni Cislo, v
jehoz prvociselném rozkladu se vyskytuji pravée tato Cisla, je nutné, aby

) e sax(gi) > 2

Uz jsme zminili, ze v prvociselném rozkladu lichého abundantniho ¢isla museji byt aspon tfi
riizna prvoéisla. Pokud jednim z nich je 3, tak s tfemi prvoéisly vystaéime. Cisla

945=33.5.7,
1575=32.5%.17,
2205=3%2.5.7?

jsou bazickymi abundantnimi ¢isly.

Nejmensi liché bezétvercové abundantni ¢islo je
15015=3.5.7.11.13;

je soucinem péti prvocisel.

Bazicka abundantni ¢isla s prvoc€initeli 3, 5, 7 a 11 jsou
3465=32.5.7.11

5775=3.5%7.11

8085=3.5.7%.11

12705=3.5.7.11%

Obrat'me svou pozornost k lichym p-abundantnim ¢islim, kde p > 3
Nejmens$i abundantni bez¢tvercové 5-Cislo je
5.7.11.13.17.19.23.29.31 = 33 426 748 355

Pokud chceme najit abundantni 5-¢islo s nejmensim moznym poctem prvocinitelli, budeme
hledat nejkratsi kone¢nou posloupnost po sob¢ nésledujicich prvocisel (5, 7, ..., gn) , aby

sa(5) .sa(7) . .... sa(gn)>2.

V tomto piipadé je gy = 23. Nejmensi (ve smyslu poctu prvkll) podmnozina mnoziny P (5, .),
v niz lezi v§echny prvocinitele nékterého abundantniho ¢isla, je tedy P(5, 23); bazickymi
abundantnimi ¢isly jsou napt.:
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52.72.112.132.17%.19.23 = 3,16364E+12
5°.7%.11%.13%.17.19.23 = 9,30483E+11
Nejmensim lichym abundantnim ¢islem, které neni délitelné 3, je 5-Cislo

52.7.11.13.17.19.23.29 = 5 391 411 025

Vénujme se dale abundantnim 7-Cislim. Nejmensi takové bezctvercové Cislo je
7.11.....73 = 1,35766E+27

Pokud budeme hledat abundantni 7-Cisla s nejméné pocetnou mnozinou prvociniteli, budeme
postupovat podobné¢ jako v piredchozim ptipad¢ a ur¢ime gy = 61; bazickym abundantnim
Cislem je napf.

4,68234E+26 = 7°.11%.13%.17%.19%.23.29. ... .61

Vice prvocinitelll nez toto, av§ak mén¢ nez uvedené bezctvercové ¢islo, maji napt. bazicka
abundantni cisla

7211 . ....71 = 1,39269E+26
72 .112.13 . .... 67 = 2,15769E+25

Zastavme se jeSté u abundantnich 11-¢isel, 13-Cisel a 15-¢isel. Nejmensimi takovymi
bazickymi bezctvercovymi Eisly jsou:

11.13. ....149=7,10563E+54 v ptipad& P(11,.)
13.17.....233 =1,92434E+90 v piipadé P(13, .)
17.19.....367 = 4,0507E+143 v piipad& P(17, .)

Nejmensimi podmnoZzinami mnozin P(11,.), P(13,.), P(17, .), které obsahuji vSechny
prvocinitele néjakého abundantniho ¢isla, jsou po fadé P(11, 127), P(13, 199), P(17, 337)
Z uvedenych ptikladii i z tabulky 1 je zfejmé, ze hodnoty

M(p) = min {Card Pr(x) | x je abundantni p-Cislo; p € P}

M'(p) = min {Card Pr(x) | x je bez¢tvercové abundantni p-¢islo; p € P}

s rostoucim p pomérné velmi rychle rostou, pfi¢emz pro licha prvocisla p je M(p) < M'(p),
pficemz rozdil M'(p) - M(p) je pomérné maly. Pro prvocisla do 23 jsou hodnoty uvedeny v
tabulce 2. RozloZeni lichych abundantnich ¢isel v mnoziné N je velmi fidké (mluvime-li o
abundantnich p-¢islech, jejich vyskyt s rostoucim p velmi prudce klesa). Z tabulky 2 napf.
vycteme, Ze v prvociselném rozkladu kazdého abundantniho 11-¢isla je obsaZzeno aspon 27
prvocisel, staci 27 prvocisel 11, 13, 17, ..., 113, 127 (v€tsi prvocisla maji mensi abundabilitu),
tedy prvocisla z mnoziny P (11, 127).
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Tabulka 2
p M(p) | M"(p) |M'(p)-M(p)
2 2 2 0
3 3 5 2
5 5 7 2
7 12 15 3
11 27 31 4
13 41 46 5
17 62 67 5
19 85 91 6
23 115 122 7
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