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Idempotentni matice radu 2
Xz=X
Omluva. Omlouvam se ¢tenaiim, Ze nemam k dispozici zavorky k vyznaceni matic. Pracuji zde

pouze s maticemi radu 2; prvni Fadek je soucasti textu, druhy radek je pod nim. Doufam, Ze tato

r v

a) je-li X regularni matice, existuje X-1. Vynasobime-li ji vySe uvedeny vztah,
dostaneme (] je jednotkova matice)

X=].
Tedy existuje jedind reguldrni idempotentni matice, a ji je matice jednotkovd.

b) Necht nyni X je singularni matice, X = x y; z jeji singularnosti plyne
uv

xv = uy (je to nutna a postacujici podminka singularnosti).

X2=Xx2+uy y(x+v)

u(x+v) vZ+uy

matice X je tedy singularni a idempotentni, pravé kdyz

X= XZ+uy (11
y= yx+v) (12)
u= u(x+v) (13)
vV = VvZ+uy (14)
XV =uy (15)

Z rovnosti (12) a (13) plyne:
x+v=1V(y=0Au=0) (16)
KdyZ z (15) dosadime do (11) a (14), dostaneme
X= XZ+XV (17)
vV = VvZ+xy, (18)
tedy

x(x+v-1)=0 (19)
vix+v-1)=0 (20)

Z rovnosti (19) a (20) plyne:
x+v=1V(x=0Av=0) (21)
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ba) Necht tedy x + v =1, tedy

v=1-x (22)

Dosad'me do (15):

x(1-x)=uy.

baa) Nejdrive predpokladejme, Ze xv # 0; paki uy # 0:
y=x(1-x)/u (23)

Do vztahii (11) aZ (14) dosad'me podle (22) a(23) zavay:
x= x2+x(1-x) (11"
y=yx+v)=x(1-x)/u (12

u= u (139
1-x=(1-x)2+x(1-x) (14

Identity (11"), (13"), (14') plati pro libovolné x, u.

V pripadé baa) tedy pro libovolné x, pro néZ x # 0 A x # 1, a libovolné u, kdyz
hodnoty y a vurcime podle vztahti (22) a (12'), je matice

X=x y = x x(1-x)/u
u v u 1-x
idempotentni.

bab) Necht xv = 0. Pfedpokladejme tedy, Ze x = 0, pak v = 1 (musi platitx + v = 1).
Ze singularity matice X plyne, Ze také yu = 0. Uvazujme tedy u = 0. Dosad'me x = u
=0 do rovnosti (11) az (14). Ziskdme tak trivialni vZdy platné identity, nezavisle
na hodnoté y.

Vzhledem k symetrii jak mezi prvky x a v hlavni diagonaly, tak i mezi prvky u a y
diagonaly vedlejsi je vidét, Ze idempotentni je kaZdd ¢tvercovd matice radu 2, kterd
md v hlavni diagondle Cisla 0 a 1, ve vedlejsi aspori jednu nulu, pricemZ druhé ¢islo
ve vedlejsi diagondle miiZe byt libovolné.

bb) Vratme se k vztahu (21). Necht nyni x =v = 0. Podle (15) musi bytu=0Vy =
0. Necht u = 0. Podle (12) je vSak také y = 0. Matice, kterd md v hlavni diagondle
obé nuly, je idempotentni, prdvé kdyZ je nulovd, tedy 0 O.

00
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Shrnuti
Matice rddu 2 je idempotentni, prdvé kdyZ spliiuje nékterou z ndsledujicich
podminek:

a) je jednotkova (jeji hodnost je 2)1,
B) je nulovd (jeji hodnost je 0)2,

Y) soucet prvkii v jeji hlavni diagondle je roven 1 a soucin prvkii ve vedlejsi
diagondle je roven soucinu prvki v hlavni diagondle3.

Podmince y) vyhovuji napft. tyto matice:
3 -2 m 06 048 = 1,5 1 u 1 0 = 1 44
3 -2 05 04 -0,75 -0,5 2 0 0 0

Ovérenti jejich idempotentnosti ponechavam ¢tenari v nadé€ji, Ze nékdy néjaky
bude existovat (osobné jsem jejich druhé mocniny pocital a skutecné byly rovny
ptivodnim maticim).

1 Ptipad a)
2 Pfipad bb)
3 Ptipad ba), pokud je, resp. neni v hlavni diagonale cislo 0, jde o pripad bab), resp. baa)



