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Hyperbolické a hyperbolometrické funkce

(rozsireny clanek)

Pomérné snadné vyjadieni hyperbolickych a hyperbolometrickych funkci pomoci
exponencidly, resp. logaritmu (v ramci analyzy realné proménné) zptlisobuje, ze
se témto funkcim nevénuje zvlastni pozornost, ¢imz je vyuka zakladi
matematické analyzy ochucena o rizné zajimavé analogie a studentiim je tak v
této oblasti ztiZeno vnimat krasu matematiky. Tento ¢lanek se nékterym
opomijenym vztahlim vénuje, a a¢ ziistava v oboru readlné proménné, svym
zplsobem pripravuje pltidu pro ivod do komplexni analyzy.

0. Suda a licha komponenta funkce

Necht fje funkce, jejiZ defini¢ni obor je symetricky kolem nuly. Pak definujeme
funkce fs a fi.:

(0.1)  fs(x)= (fx) + f(-x))/2
(0.2)  fulx)= (fx) - f(-x)) /2
Z¥ejmé plati

(0.3)  fs(x)=fs(x) + fu(x)

Funkce fs a fi. nazveme po radé sudou a lichou komponentou funkce f. Sudj,
resp. licha komponenta funkce je vZdy sudou, resp. lichou funkci.

Pripomenme, Ze pokud k dané liché funkci existuje funkce inverzni, tak je licha. K
sudé funkci s nedegenerovanym defini¢nim oborem D inverzni funkce
neexistuje; abychom ji mohli definovat, omezujeme defini¢ni obor na
podmnozinu praniku D N R+.

Pozndmka. Symbolem R, resp. R*, resp. R- budeme znacit mnoZinu vSech
realnych, resp. redlnych nezdpornych cisel, resp. redlnych nekladnych. Priinik,
sjednoceni a rozdil mnozin budeme znacit po fadé N, U, -.
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1. Hyperbolické funkce

Hyperbolické funkce jsou funkce hyperbolicky sinus sh x, hyperbolicky
kosinus ch x, hyperbolicky tangens th x, hyperbolicky kotangens!! cth x,
jyberbolicky sekans seh x a hyperbolicky kosekans cseh x, které jsou
definovany taktol2:

(11) shx=expix (x€R),

(1.2) chx=expsx (x€ R),

(1.3) thx=shx/chx (x € R),

(1.4) cthx=chx/shx (x € R -{0}).
(1.5) sehx=1/chx (x € R),

(1.6) csehx=1/shx (x € R -{0}).

Funkce hyperbolicky sinus je licha; je na celém svém defini¢nim oboru R prosta a
rostouci; jejim oborem hodnot je cela mnoZina R .

Funkce hyperbolicky kosinus je suda; na svém defini¢nim oboru R tedy
neni prosta (je vSak prosta na R+ kde je rostouci, i na R-, kde je klesajici) a jejim
oborem hodnot je interval (1, +o0 ).

Funkce hyperbolicky tangens je licha; je na celém svém definicnim oboru R prosta
a rostouci; jejim oborem hodnot je interval (-1, 1).

Funkce hyperbolicky kotangens je licha; je na celém svém defini¢nim oboru R -
{0} prosta a na kazdém jeho podintervalu klesajici; jejim oborem hodnot je
mnoZina R -(-1,1).

Funkce hyperbolicky sekans je suda; na svém definicnim oboru R tedy neni prosta
(je vSak prosta na R+, kde je klesajici, i na R-, kde je rostouci) a jejim oborem
hodnot je interval (0, 1).

Funkce hyperbolicky kosekans je licha; na svém defini¢nim oboru R - {0} je
prosta a na kazdé souvislé ¢asti svého defini¢niho oboru je rostouci. Jejim oborem
hodnot je mnoZina R - {0}.

S hyperbolickymi funkcemi prehledné seznamuji nasledujici komentované
obrazky:
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sh x = (exp (x) — exp (-x))/2
ch x = (exp (x) + exp (-x))/2

OsaY

sh (zeleng), ch (Cervené)
D(sh) =D(ch) = H(sh) =R; H(ch) =(1; )

th x = (exp (x) — exp (-x))/(exp (x) + exp (-x))
cth x = (exp (x) + exp (-x))/(exp (x) — exp (-x))
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—f

th (zelené), cth (Cervené)
D(th) = R; D(cth) = R -{0}; H(th) = (-1;1); H(cth) = (-o0;-1) U (1; o)
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seh x = 2/(exp (x) + exp (-x))
cseh x = 2/(exp (x) —exp (-x))

05 1 16 2 2i5 3 35 4 45

seh (modfre), cseh (Cervené)
D(seh) =R; D(cseh) =R - {0}; H(seh) = (0; 1); H(cseh) = R-{0}
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2. Hyperbolometrické funkce

Hyperbolometrické funkce jsou funkce argumentsinus hyperbolicky ash,
argumentkosinus hyperbolicky ach, argumenttangens hyperbolicky ath,
argumentkotangens hyperbolicky acth, argumentsekans hyperbolicky aseh
a argumentkosekans hyperbolicky acseh. Funkci ach definujme jako inverzni
funkci k funkci ch omezené na mnozinu R+, funkce ash, ath, acth jako inverzni
funkce po radé k funcim sh, th, cth na celém jejich defini¢nim oboru.

Defini¢ni obory hyperbolometrickych funkci ash, ach, ath, acth splyvaji s obory
hodnot prislusnych hyperbolickych funkci, a tedy jsou po radé R, (1, +0), (-1, 1),
(-00,-1) U (1 +o0). Obory hodnot hyperbolometrickych funkci ash, ach, ath, acth
jsou po radé R, R+, R, R - {0}. Doplnit pro aseh, acsh

Hyperbolometrické funkce 1ze vyjadrit pomoci logaritmu:

(2.1) ashx=In(x+V (x2+1))

(2.2) achx=In(x+V (x2-1))

(2.3) athx=InV ((1+x)/(1-x))

(2.4) acthx=InV ((x+1)/(x-1))

(2.5) asehx=In ((1+V(1 - x2))/x)

(2.6) acsehx = In ((1+sign(x).V(1 + x2))/x)

Pripomenme, Ze funkce ash, ath, acth a acseh jsou liché, i kdyZ to z jejich
analytického vyjadreni neni na prvni pohled patrné. Defini¢ni obory funkci ach a
seh nejsou symetrické kolem nuly.
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K bliz§imu seznameni s hyperbolometrickymi funkcemi souzi nasledujici
komentované obrazky:

ashx=In (x +V(x*+1))
achx=In(x+V(x*-1))

ash (zelené), ach (Cervené)
D(ash) = H(ash) = R; D(ach) = (1; ==); H(ach) = (0; 0); konvergence k +oo je velmi pomala

(logaritmicka)
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athx =Inv((1+x)/(1-x))
acthx =InVv((1+x)/(x—1))

ra

-3

-5

ath (modre), acth (Cervené)

D(ath) = (-1; 1); D(acth) = (-o0; -1) U (1; 0); H(ath) = R; H(acth) =R - {0};
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aseh x = In ((1+V(1 = x?))/x)
acseh x = In ((1+sign(x).V(1 + x3))/x)

o

aseh (hnédé; kratky defini¢ni obor), acseh (modre pro kladna x, svétle ¢ervené pro zaporna x)

D(aseh) = (0; 1); D(acseh) =R -{0}; H (aseh) = (1; o0); H(acseh) =R - {0}
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3. Souctové vzorce a dalsi identity pro hyperbolické funkce

V tomto oddile se omezime na funkce sh a ch.

Souctové vzorce pro hyperbolické funkce jsou analogické souc¢tovym vzorcim pro
goniometrické funkce. Jejich odvozeni (popf. diikazy) jsou snadna z definice.

(3.0)
(3.1)
(3.2)
(3.3)
(3.4)

chzx-shzx=1
sh(x+y)=shxchy+chxshy
ch(x+y)=chxchy+shxshy
sh (2x) =2 shxchx

ch (2x) =ch2x + shz x

Ze vztaht (3.0) a (3.4) lze snadno odvodit vyjadireni druhych mocnin funkci sh a

ch:

(3.5) chzx=(ch(2x)+1)/2
(3.6) shzx=(ch(2x)-1)/2
Dale plati:

(3.7) shx.chx=sh(2x)/2
(3.8) chx+shx=expx
(3.9) chx-shx=exp(-x)
(3.10) shx.chx=sh(2x) / 2

4. Derivace hyperbolickych funkci

Uvnitt defini¢nich obort funkci plati

(4.1)
(4.2)
(4.3)
(4.4)
(4.5)
(4.6)

(shx)'=chx

(chx)' =shx
(thx)'=1/ch%Zx
(cthx)'=-1/sh2x

(seh x)' = seh?x / cseh x

(cseh x)' = cseh?x / seh x
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Pro porovnani uved'me derivace goniometrickych funkci:

(sin x)' = cos x (cotg x)' =-1/sin2 x
(cos x)' = -sin x (sec x)' = -sec? x/ cosec x
(tgx)'=1/coszx (cosec x)' = cosec? x / sec x

5. Derivace hyperbolometrickych funkci

Vzorce pro derivace hyperbolometrickych funkci l1ze snadno odvodit ze vztahti
(2.1) aZ (2.4), avsak stoji za to k nim dojit pouzitim véty o derivaci inverzni funkce
(avodni kurzy matematické analyzy poskytuji celkem malo prileZitosti pro jeji
pouZziti).

Uvniti defini¢nich obort funkci plati

(5.1) (ashx)'=1/V (x2+1)

(5.2) (achx)' =1/ (x2-1)

(5.3) (athx)'=1/(1-x2)

(5.4) (acthx)'=1/(1-x2)

(5.5) (asehx)'=-1/(x./(1-x2))

(5.6) (acsehx)'= -sign x/(x.\/(l + x2))

Na pravych stran ve vzorcich pro derivace funkci ath a acth miize je sice tentyz
vyraz, ovSem defini¢ni obory funkci ath a acth jsou disjunktni. Ve vSech bodech
defini¢nich obori plati

(5.7) (athx)'>0

(5.8) (acthx)'<0

Poznamenejme, Ze obdobné nerovnosti plati pro cyklometrické funkce arctg a
arcotg (jejich definicnim oborem je ovSem cela mnoZina R).
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Pro porovnani uved'me derivace cyklometrickych funkci:

(arcsin x)' = cos x (arccotg x)' =-1/sin? x
(arccos x)' = -sin x (arcsec x)' = 1/(]x|\/(x2 - 1))
(tg %' = 1/cos? x (arccosec x)' = -1/(Jx|-/(x* - 1))

6. Primitivni funkce k hyperbolickym funkcim

Ze vztahi (4.2) a (4.1) okamZité plyne:

(6.1) [ shxdx=chx +C

(6.2) [ chxdx=shx +C

Ze vztahu (1.3), resp. (1.4) pouZitim substituce t = ch x, resp. t = sh x dostaneme
(6.3) [ thxdx=Inchx +C

(6.4) [ cthxdx=In|shx| +C

K urceni primitivnich funkci ke zbyvajicim hyperbolickym funkcim je vyhodné
integrované funkce vyjadrit pomoci exponencialy a pak substituovat u = exp x

(6.5) [sehx=2arctg (expx)+ C
(6.6) [ csehx=1n[th (x/2)]

Na pravé strané ve vyrazu (6.3) neni pouZita absolutni hodnota, nebot v celém
defini¢nim oboru funkce ch plati ch(x) > 0

7. Primitivni funkce k cyklometrickym funkcim

Ponévadz cilem tohoto €lanku je ukazat na obdobné rysy goniometrickych a
hyperbolickych, resp. cyklometrickych a hyperbolometrickych funkci a znalost
primitivnich funkci k cyklometrickym funkcim nelze u zakladniho kursu
matematické analyzy predpokladat, uved'me zde jejich prehled
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(7.1) [arctgxdx =xarctgx-InV(1+x2) +C

(7.2) [arccotgx dx = x.arccotgx +InV(1+x2) +C
(7.3) [arcsinxdx=xarcsinx+V(1-x2) +C

(7.4) [arccosxdx=xarccosx-V(1-x2) +C

(7.5) [arcsecxdx= x.arcsecx-In (x +V(x2 - 1))

(7.6) [ arccosec x dx = x.arccosec x + In (x + V(x2 - 1))

8. Primitivni funkce k hyperbolometrickym funkcim
(8.1) [athx dx =xathx+InV(1-x2) +C

(8.2) [acthx dx =xathx-InV(x2-1) +C

(8.3) [ashx dx =xashx-V(1+x2) +C

(8.4) [achxdx =xachx-V(x2-1) +C

(8.5) [asehx dx =xasehx+arcsinx+C

(8.6) [acsehxdx =xacsehx+signx.ashx +C

13/16

Analogie skupiny vzorcti (7.1) az (7.4) se skupinou (8.1) aZ (8.4) je patrna na
prvni pohled. Vzorce (7.1) azZ (7.4) 1ze odvodit integraci per partes, pricemz

jednim faktorem v integrované funkci je 1.



Hyperbolické a hypebolometrické funkce (rozsireny c¢lanek) 14/16

9. Vypocet primitivni funkce: hyperbolicka substituce

P¥i vypo¢tu primitivn{ funkce k funkcim, v nichZ se vyskytuje podvyraz v(a? - x2),
se Casto uplatniuje goniometricka substituce x = a sin z (popf. s ni rovnocenna
substituce x = a cos z). Obdobné pri vypoctu primitivni funkce k funkcim, v nichz
se vyskytuje podvyraz V(a? + x2), resp. V(x2 - a?), byva uzitetna substituce x = a sh
z,resp.x=achz

Uvedené podvyrazy lze jednoduchou linedrni substituci prevést na obdobné
vyrazy, v nichz a = 1.

NeZ ukaZeme pouZiti téchto substituci na dvou zakladnich prikladech,
pripomenme, Ze pomoci goniometrické substituce x = a sin z 1ze snadno vypocitat

(9.0) [V(1-x2) dx=[xV(1-x2)+arcsin x]/2

Priklad 1.
Pocitejme
9.1) [ V(1 +x2)dx

Substituce: x = sh z. Pak V(1 + x2) = ch x. ProtoZe (sh x)' = ch x, budeme za dx psat
ch z dz. Integral (9.1) jsme tak prevedli na

(9.2) [chzzdz
Podle (3.5) je chz z = (ch (2z) + 1) /2, a tedy (s vyuzitim (3.3))
(9.3) [ch2zdz=sh(2z)/4+z/2=shzchz/2+z/2+C

Nyni je tieba udélat zpétnou substituci: sh z = x, ch z = V(1 + x2),
z = ash x. Vypocitali jsme tak, Ze

(9.4) [ V(1 +x2)dx=[x+/(1+x2)+ashx]/2.
Vysledek je analogicky k vysledku integralu v (9.0).

S pouzitim vztahu (2.1) odtud dojdeme k vyjadieni pouZivanému v priruckach
nevyuzivajicich hyperbolometrické funkce:

[ V(1 +x2)dx=[x+/(1+x2) +In(x+V (x2+ 1)]/2.
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Priklad 2.
Pocitejme nyni integral
(9.5) [V (x2-1)dx

Substituce: x = ch z. Pak V(x2 - 1) = sh x. Za dx budeme psat sh z dz. Integral (9.5)
jsme tak prevedli na

(9.6) [shzzdz
Podle (3.6) je sh2 z = (ch (2z) - 1)/2, a tedy (s vyuzitim (3.3))
(9.7) [sh2zdz=sh(2z)/4-z/2=shzchz/2-z/2+C.

Nyni je tieba udélat zpétnou substituci: ch z=x, shz =+ (x2- 1),
z = ach x. Vypocitali jsme tak, Ze

(9.8) [V (x2-1)=[xV (x2-1)-achx]/2 +C.

[ zde je patrna analogie s (9.0). S pouZitim vztahu (2.2) odtud dojdeme k
vyjadreni pouzivanému v priruckach nevyuzivajicich hyperbolometrické funkce:

[V(x2-1)=[xV (x2-1)-In (x-V(x2- 1))]/2 + C.

10. Zavér

Je Skoda, Ze ve studijnich planech zakladii matematické analyzy hyperbolické a
hyperbolometrické funkce zpravidla chybéji. Jisté, 1ze se bez nich obejit. Nicméné
vnimanti jejich obdoby s funkcemi goniometrickymi a cyklometrickymi prispiva k
proZzivani vnitfni krasy matematiky a tedy i k rozvijeni matematického mySleni a
matematického vnimani svéta, a je i dobrou priipravou pro vstup do svéta funkci
komplexni proménné. Mohou prispét k tomu, aby se dalsi lidé pripojovali k
vyznani Josipa Plemelje "Matematika je mi Zivotni potiebou a uméleckym
prozitkem" [1]. A pokud jde o matematickou praxi, hyperbolické a
hyperbolometrické substituce se vhodné uplatiuji pti vypoctu nékterych
primitivnich funkci.
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