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Hildegardina funkce a Hildegardin podil

Puavodni ¢lanek: Abundabilita a Eulerova funkce

Abstract. The article concludes a series of earlier articles published in the Mundus Symbolicus. It
shows that two different criteria - the sum of divisors of any number and the number of numbers
smaller than it a relatively prime to it are almost mutually dependent.

Keywords. Abundability, Euler's function, relative Euler's function, Hildegard's function,
Hildegard's quotient.

V plvodnim textu "Abundabilita a Eulerova funkce" byla v odd. 6
numericka chyba. Zmény po jejim odstranéni jsou vyznaceny tucné.

Text k pUvodnimu doplnény v rFijnu 2025 je modre.

1. Uvod. V ¢lancich [2], [4], [6] jsme se vénovali abundantnim &isléim, tedy &isléim, s
nimiz je spojena hojnost - minime hojnost déliteld. Tu ¢iselné vyjadiuje
abundabilita. Clanky [3] a [5] jsou vénovany Eulerové funkci, ktera vyjadiuje pocet
Cisel s danym cislem nesoudélnych. Délitel a ¢islo soudélné znamenaji rtizné
skutecnosti, nicméné intuitivné spolu néjak souviseji. Této souvislosti se zde
budeme vénovat.

V souladu se zminénymi ¢lanky i zde bude

No={0, 1, 2, 3, ...} mnoZina vSech prirozenych Cisel (vCetné nuly),
N ={1, 2, 3, ...} mnoZina vSech kladnych ptirozenych Cisel,
P={2,3,5,7,11,13,17, ..} mnozina vSech prvocisel.

Dale pouZijeme oznaceni N.1=N - {1} ={2, 3,4, ... }.

Symbolem | budeme oznacovat relaci "déli" na No (tedy x|y, pravé kdyz existuje
takové q € No, Ze y = x.q).

Prirozena cisla x, y nazyvame soudélnymi, pravé kdyz takové existuje g € N-1, pro néz
plati g|x A qly. V obraceném piipadé mluvime o nesoudélnych Cislech.

Funkce F definovana na N se nazyva multiplikativni, pravé kdyZz pro kazdou dvojici x,
y nesoudélnych cisel plati F(xy) = F(x).F(y). Je-li F multiplikativni funkce, pak F(1) =
1. Jestlize F a G jsou multiplikativni funkce, pak multiplikativnimi funkcemi jsou i
jejich soucin F.G a podil F/G.

Libovolné ¢islo x € N mizeme jednoznacné vyjadrit ve tvaru?

1 Abychom se vyhnuli indexim v exponentech, budeme v souladu s praxi v
informatice mocninu ab? oznacovat pomoci infixového zapisu binarni operace a”b; i pti
tomto zapise plati, Ze operace * ma vyssi prioritu nez bézné aritmetické operace.



x = (p1™ni1).(p2"*n2). .... (pbM™nm), (D

kde p1, p2, ... ,pm jsou prvocisla splilujici nerovnosti pi1< p2 < .. < pu. Vyjadreni (1)
nazyvame prvociselnym rozkladem Ccisla x. Prvociselny rozklad cisla 1 je prazdny
soucin, ktery je roven 1.

Je-1i F multiplikativni funkce, pak pro ¢islo x vyjadirené ve tvaru (1) plati

F(x) = F(p1"n1). F(p2"n2). .... F(pm"nm).

2. Abundabilita. SoucCet vSech délitelii prirozeného cisla x oznacime S(x). S je
multiplikativni funkce.

Pro kazdé x € N podil abu (x) = S(x)/x nazyvame abundabilitou ¢isla x. Plati
abu(1) =1, pro kazdé x € N-1 je abu(x) > 1. Abundabilita je také multiplikativni
funkci.

Cislo x se nazyva abundantni, resp. dokonalé, resp. deficientni, pravé kdyZ abu(x)
> 2, resp. abu(x) = 2, resp. abu(x) < 2. Uved'me nékolik trivialnich tvrzeni k
oziejméni uvedenych pojmu. Pokud x|y, pak abu(x) < abu(y). Tedy, je-li x
abundantni ¢islo a x | y, pak y je také abundantni; je-li y deficientni ¢islo a x | y, pak
x je také deficientni; je-li u dokonalé ¢isloa x | u, x # u, pak je x deficientni; je-li u
dokonalé ¢isloa u |y, y # u, pakje x abundantni. Intuitivné tedy abundabilita
vyjadruje bohatost déliteld.

Abundabilita prvocisla p je
abu(p)=(p+1)/p=1+1/p
Abundabilita n-té mocniny prvocisla p je
abu(p”n) = (1-1/p™1)/(1-1/p).
Je ztejmé, Ze abu(p”n) je rostouci funkci exponentu n a klesajici funkci argumentu p.

Limitni abundabilitou prvocisla p rozumime limitu

abuw(p) = limnswabu(p®) =p/(p-1) =1+1/(p-1). (2)
Pro libovolné prvocislo p a libovolné prirozené cislo n plati
abu(p”n) < abuw(p). (3)

V ¢lanku [6] bylo ukazano, Ze obor hodnot funkce abu neni ohraniceny. Plati tedy
inf (abu) = 1, sup (abu) = +co.

3. Eulerova funkce. Pro kazdé prirozene Cislo x je definovana Eulerova funkce
@(x) jako pocet prirozenych Cisel, ktera jsou mensi nebo rovna ¢islu x a jsou s Cislem
x nesoudélna. Rovnéz Eulerova funkce je multiplikativni. Plati ¢ (1) = 1, pro
libovolné prvocislo p je ¢(p) =p - 1, pro libovolné p € P a libovolné n € N pak plati

(p") =(-1)p!



Definujme jesté relativni Eulerovu funkci

?(x) = @(x)/x,

ktera je také multiplikativni. Hodnoty relativni Eulerovy funkce zaviseji jen na
prvocislech vyskytujicich se v rozkladu ¢isla x; nejsou tedy zavislé na tom, v jaké
mocniné se tam tato prvocisla vyskytuji. Pro libovolnou (n-tou) mocninu prvocisla
p plati

o(p=p-1)/p=00-p?).
Pro obor hodnot (@) relativni Eulerovy funkce plati

sup H(®)=1,infH(P)=0 (4)
(viz [3]).

4. Hildegardina funkce. Cisla, ktera jsou z hlediska délitelnosti "bohatsi", maji vétsi
hodnotu abundability, avSak mensi hodnotu relativni Eulerovy funkce. Abychom je
mohli pohodlnéji porovnavat, definujme Hildegardinu? funkci jako prevracenou
hodnotu relativni Eulerovy funkce:

Hi(x) =1/ @(x).

Hildegardina funkce je ziejmé rovnéz multiplikativni; pro libovolnou (n-tou)
mocninu prvocisla p tedy plati

Hi(p")=p/(p-1)=1/(1 -p") (5)
Porovname-li vztahy (2) a (5), vidime, Ze pro libovolné p € P an € N plati
Hi(p) = Hi(p) = abue(p),
a tedy podle (3) pro libovolny exponentn € N je
abu(p”n) < Hi(p).

ProtoZe multiplikativni funkce abu i Hi nabyvaji jen kladnych hodnot, pro libovolné
Cislo x € N1 plati

abu(x) < Hi(x). (6)

Ze rovnosti (4) plyne
inf (Hi) = 1, sup (Hi) = +co.

2 Sv. Hildegarda z Bingen (1098-1179), vSestranné velmi vzdélana Zena, zZila v dobé, kdy se
o funkcich neuvazovalo; volbou nazvu funkce tuto pozoruhodnou Zenu pripominam,
vzhledem k ¢asovému odstupu se snad nedostdvam do problému s autorskym zakonem a -
aspon doufam - nehrozi néjaka neprijemna duplicita v nazvu.



5. Hildegardin podil. Cisla, ktera jsou z hlediska délitelnosti bohatsi, maji vétsi
hodnoty funkci abu i Hi. Urc¢ity vztah mezi nimi vyjadfuje nerovnost (6). Pro
jednoduchost vyjadreni definujme jeSté pro kazdé x € N Hildegardin podil

Hq(x) = Hi(x) / abu(x).

Hq je rovnéz multiplikativni funkci, tedy Hq(1) = 1. pro libovolné x € N-1 pak
z (6) plyne
Hq(x) > 1.

Pro libovolné prvocislo p € P a libovolné n € N plati
Hq(p) =1/(1-1/p?),
Hq(p") <1/(1-1/p?), (7)
supn Hq(p") = max» Hq(p") =Hq(p) =1/(1-1/p?),

protoze
Hq(p") = Hi(p") / abu(p") < Hi(p) / abu(p) = Hq(p) =
=(1+1/(p-1))/(1+1/p) =1/(1-1/p?),

pricemz abu(pn) je rostouci funkci v proménné n.

UkaZeme, Ze hodnoty podilu Hq nejsou neomezené, nybrz dokonce jsou omezeny
konstantou mensi nez 2, coZ znamen3, Ze neomezené funkce Hi a abu se chovaji
svym zplsobem podobné. Budeme hledat "co nejmensi"3 horni zavoru mnoziny
hodnot H'(Hq) funkce Hq. Drive vsak jesté uved’'me dvé trividlni tvrzeni, kterd ndm
pribliZi chovani Hildegardina podilu Hq; druhé z nich bude i tvodem k hledani
zminéné horni zavory.

a) Funkce dvou proménnych Hq(p”) definovana na P x N
Hq(p") = pmt/(pm'-1) =1/(1-1/p™)
je klesajici funkci jak v proménné p € P, tak v proménné n € N.

ProtoZe Hq je multiplikativni funkce, z pravé uvedeného tvrzeni plyne tento
disledek: Necht k = (p1 * a1).(p2 * az) ... (pr ™ ar), kde p1, p2, ..., prjsou navzajem
rizna prvocisla. Pak

Hq(k) < Hq( p1p2. ... .or)

3 Co nejblizsi supremu, které neumime pi'esné urcit.



b) Odtud pak plyne:
Necht m = Prfact (k) pro nékteré k € N. Necht' n < m. Pak
Hq(n) < Hq(m - 1)

Uved'me, co vySe uvedené tvrzeni znamena pro tfi zvolené hodnoty m, a to 30 =
Prfact(3), 210 = Prfact (4) a 30030 = Prfact(6):

Pron <30je Hq(n) <Hq(Prfact(2)) =Hq(6) = 1,5000
Pron <210 je Hq(n) < Hq(Prfact(3)) = Hq(30) =1,5625
Pron <30030je Hq(n) < Hgq(Prfact(5)) =Hq(2310)~ 1,6083

Hodnoty Hi(x), abu(x) a Hq(x) pro x < 60 jsou v tabulce na konci ¢lanku.

6. Horni omezeni Hildegardina podilu. Necht x € N s prvociselnym rozkladem
(1). Podle (7) je

Hq(x) < =" [1/(1 - 1/p?)].
ProtoZe pro libovolné prvocislo p je 1/(1 - 1/p?) > 1, plati omezeni*
Hq(x) < Mper [1/(1 - 1/p?)]. (8)

ProtoZe pro kazdé prvocislo p je Hq(p) = 1/(1 - 1/p?), pro soucin prvocisel
v prvni mocniné se hodnota funkce Hq miize hodnoté Iyep [1/(1 - 1/p?)] libovolné
priblizit>, a tedy plati

sup Hq(x) = Iper [1/(1 - 1/p?)]. (9)
V dal$im textu piijde tedy o hledani horniho odhadu pro tento nekonecny soucin.
Uved'me nejdiive dvé lemmata.
Lemma 1: Necht 0 <e<6<1/2.Necht y=1/(1-06) Pak

1/(1-€¢)<l+vye

Diikaz: VyuZijeme jednak toho, ze 1/(1 - €) je soucCet nekonecné geometrické rady
s prvnim ¢lenem 1 a kvocientem ¢, jednak skutec¢nosti, Ze funkce 1/(1 - §) je
rostouci v argumentu &. Postupné upravujme a omezujme:

1/(1-€)=1+e+e2+e3+..=1+€e(l+e+€e*+€3+..)=

=1+e(l/(1-€)) <1+e(1/(1-6))=1+ye m

4 Zakladni informaci o nekonec¢nych soucinech lze nalézt v knize [1].
5 Podrobnéji: V souladu s ¢lankem [6] i-té prvocislo ozna¢me q;, dale ozna¢me b, = I117q;.
Pak lim,-o Hq(bn) = Mper [1/(1 - 1/p?)] = sup Hq(x)



Lemma 2: Necht { €1, €2, ... } je klesajici posloupnost kladnych Cisel, e1<6<1/2, y=
1/(1 - 6). Pak

[li=1° (1/(1 - €)) s Mi=1* (1 + v €).

Diikaz. Aplikujeme lemma 1 na vSechny cinitele nekone¢ného soucinu.

Vratme se k nekonecnému soucinu v nerovnosti (9). Aplikujeme na néj lemma 2,
pricemZ poloZime € = 1/pi2, kde je i-té prvocislo, a 6 = 1/4 (tedy y = 4/3); vyuZijeme
platnost nerovnosti

In(1+x)<x
pro vSechna nezaporna realna ¢isla x a znamou identitu

%j=1% j2 = m2/6: (10)

Mper [1/(1-1/p?)] = exp(In Mper [1/(1 - 1/p?)]) =
=exp( Zpep In[1/(1 - 1/p?)]) < exp( Zpep In[1 +(4/3)/p?]) <
< exp(Zpep (4/3)/p?) < exp((4/3)Zper p?) < exp((4/3)%j=2 j?) =
=exp((4/3)(m?/6-1)=exp 0,86 % 2,363
Cislo 2,363 je tedy horni zdvorou mnoZziny #(Hq) hodnot Hildegardina podilus.

Ukazeme jesté, jak 1ze tento odhad jesté zlepsit. Pravou stranu rovnosti (9)
vyjadiime jako soucin dvou soucinti:

Mpep [1/(1 - 1/p?)] = Mpepnpsp [1/(1 = 1/p?)] . Mpernp>p [1/(1 - 1/p?)], (11)

kde 8 je vhodné zvolené prirozené Cislo. Zvolme [ = 29. Ze vztahti (9) a (11)
dostaneme

sup (Hq) = Mper [1/(1-1/p?)] =
= pepap<29 [1/(1 - 1/p?)] . Mpepap=31[1/(1 - 1/p?2)].
Prvni Cinitel je konecnym soucinem 10 ¢initell a snadno jej vypocitame:
[peprp<29 [1/(1 - 1/p?)] = 1,6331.
ProtoZe druhy Cinitel je vétsi nez 1, plati
sup (Hq) > Mpepap<29 [1/(1 - 1/p?)],
tedy

& Pouzivame zapis exp y misto obvyklejsiho ev.



sup (Hq) > 1,633

Druhy Cinitel je nekone¢nym soucinem a jeho hodnota se na prvni pohled lisi jen
malo od 1; budeme jej majorizovat diive uvedenym zptsobem. PouZijeme opét
lemma 2, piicemz nyni bude €1 =1/312=1/961= 0,00104; poloZme 6 = 0,00105, a
tedy y = 1,00106 (po zaokrouhleni nahoru). Dostavame tak

[IpePap=31 [1/(1 - 1/p2)] < IlpePap=31 (1 L% / pZ) =

= exp [In Ipepap=31 (1 +v / p?)] = exp [Zperap=31 In (1 +y / p?)] <

< exp [y Zpepap=31 p2] <exp [y Lj=31® j?] =

~ exp (1,00106.0,0328) ~ exp 0,0329 = 1,0334472; (12)

piicemz jsme preferovali zaokrouhleni nahoru. Ve vypoctu (12) jsme fadu se ¢tverci
prvocisel ve jmenovateli majorizovali fadou, ktera ma ve jmenovateli Ctverce
prirozenych Cisel; v obou pripadech pocinajic 31.
K vyjadreni souctu Xj=31* j-2 vyuzivame identitu (10):

Yj=31® j2=m2/6 - £j=130 j-2x 1,64493 - 1,61215 = 0,0328,
a tedy

y =31 j-2 ~ 1,00106 . 0,0328 < 0,0329.

Pro sup(Hq) tak dostavame horni odhad
sup(Hq) = 1,6331.1,03345 = 1,688,
a tak
sup(Hq) €(1,633,1,688).

Neohranicené funkce abundabilita, souvisejici s poc¢tem délitelti, a Hildegardina
funkce, vyjadtujici inverznim zptisobem pocet Cisel s danym nesoudélnych, se tedy
1liS1 pomérné nevyrazné; jejich podil leZi v intervalu (1; 1,69).
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Tabulka hodnot Hildegardiny funkce Hi(x), abundability abu(x) a Hildegardina
podilu Hq(x) pro hodnoty x < 60

X Hi(x) abu(x) Hq(x) X Hi(x) abu(x) Hq(x)
1 1 1 1 31| 1,0333| 1,0323| 1,0010
2| 2,0000| 1,5000| 1,3333 32| 12,0000 1,9688| 1,0159
3| 1,5000| 1,3333| 1,1250 33| 1,6500| 1,4545| 11,1344
4| 2,0000| 1,7500| 1,1429 34| 2,1250| 1,5882| 11,3380
5| 1,2500| 1,2000| 1,0417 35| 1,4583| 1,3714| 1,0634
6| 3,0000| 2,0000| 1,5000 36| 3,0000| 2,5278| 11,1868
7| 1,1667| 1,1429| 1,0208 37| 1,0278| 1,0270| 1,0007
8| 2,0000| 1,8750| 1,0667 38| 2,1111| 1,5789| 1,3370
9| 1,5000| 1,4444| 1,0385 39| 1,6250| 1,4359| 11,1317
10| 2,5000| 1,8000| 1,3889 40| 2,5000| 2,2500| 11,1111
11| 1,1000| 1,0909| 1,0083 41| 1,0250| 1,0244| 1,0006
12| 3,0000| 2,3333| 1,2857 42| 3,5000| 2,2857| 1,5313
13| 1,0833| 1,0769| 1,0060 43| 1,0238| 1,0233| 1,0005
14 2,3333 1,7143 1,3611 44 2,2000 1,9091 1,1524
15| 1,8750| 1,6000| 1,1719 45| 1,8750| 1,7333| 11,0817
16| 2,0000| 1,9375| 1,0323 46| 2,0909| 1,5652| 1,3359
17| 1,0625| 1,0588| 1,0035 47| 1,0217| 1,0213| 1,0005
18| 3,0000| 2,1667| 1,3846 48| 3,0000| 2,5833| 1,1613
19| 1,0556| 1,0526| 1,0028 49| 1,1667| 1,1633| 1,0029
20| 2,5000| 2,1000| 1,1905 50| 2,5000| 1,8600| 1,3441
21| 1,7500| 1,5238| 11,1484 51| 1,5938| 1,4118| 11,1289
22| 2,2000| 1,6364| 1,3444 52| 2,1667| 1,8846| 1,1497
23| 1,0455| 1,0435| 1,0019 53| 1,0192| 1,0189| 1,0004
24| 3,0000| 12,5000 1,2000 54| 3,0000| 2,2222| 1,3500
25| 1,2500| 1,2400| 1,0081 55| 1,3750| 1,3091| 1,0503
26| 2,1667| 1,6154| 1,3413 56| 2,3333| 2,1429| 11,0889
27| 1,5000| 1,4815| 1,0125 57| 1,5833| 1,4035| 11,1281
28| 2,3333| 12,0000 1,1667 58| 2,0714| 1,5517| 11,3349
29| 1,0357| 1,0345| 1,0012 59| 1,0172| 1,0169| 1,0003
30| 3,7500| 2,4000| 1,5625 60| 3,7500| 2,8000| 1,3393
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