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Diferencialni rovnice - pokracovani

Re3me obecné diferencidlni rovnici, kterou jsme si uz posledné
uvedli:

e) y" + 4y' + 13y = X

Je to linearni diferencialni rovnice 2. radu s konstantnimi
koeficienty a s pravou stranou. Redeni v takovémto pripadé
hledame ve tvaru

Y = Yoz + YpN

yoz je obecné resSeni zkrdcené rovnice (tedy bez pravé strany)
y" + 4y' + 13y = O

V ném se vyskytnou dvé konstanty, které k obecnému resSeni
patri. yen je pak jedno libovolné konkrétni resSeni rovnice s
pravou stranou (N znamena "nezkracena"), které pro urcité
konkrétni pravé strany umime najit. Obecné je to popsano v
uCebnici, ja se zamérim jen na dva konkrétni pripady. Zde mame
na pravé strané mnohoclen (prvniho radu).

Nejdrive hledame resSeni zkracené rovnice. Jeji charakteristicka
rovnice

A2 + 4\ + 13 =0
nema realné koreny, jejim reSenim jsou imaginarni c¢isla -2 *
3i. Obecné resSeni zkracené diferencidlni rovnice v tomto
pripadé je
e ?(Cy cos 3x + C2 sin 3x)

Redlna ¢ast se promitne do exponentu, imaginarni do argumentu
goniometrickych funkci; nezapomenout, Ze jak realnou, tak
imaginarni ¢ast pak nasobime proménnou Xx.

Na pravé strané zadané rovnice je mnohoclen 1. stupné. Pokud je
na pravé strané mnohoclen n-tého stupné, hledame partikularni
reSeni také ve tvaru mnohoclenu n-tého stupné, v nasSem pripadé
n = 1, a tedy budeme partikularni reSeni hledat ve tvaru

yen = axX + b
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Koeficieny a, b urcime dosazenim do plvodni diferencidlni
rovnice, pred tim vypocitame:

yen' = a, ym" = 0.
Pivodni rovnice:

y" + 4y' + 13y = X
Dosadime:
@ + 4a + 13(ax + b) = x
Tedy:
13ax + (4a + 13b) = x
Jde o rovnost mnohoclenl, musi byt:
13a =1
4a + 13b = 0.
Tedy a = 1/13, b = -4/169
Partikuldrni reSeni (po dosazeni):

yen = ax + b = (1/13) x - 4/169

Obecné reseni plvodni rovnice (obsahuje dvé konstanty, které by
se vypocitaly, pokud by byly dany pocatecni podminky)

y = e2X(C;1 cos 3x + C; sin 3x) + x/13 - 4/169

Dalsi priklad:
Mame resit diferencidlni rovnici

y" + 2y' +y = 6eX
s pocatec¢nimi podminkami
y(e) = 2

y'(e) =0
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Zde musime absolvovat vSechny tri kroky

1) Obecné reSeni zkracené rovnice y" + 2y' + 1 =0
2) Partikularni reSeni nezkracené rovnice

3) Vypocet konstant podle pocatecnich podminek

1) Obecné resSeni zkracené rovnice y" + 2y' + y =0

Charakteristicka rovnice
A2+ 2N + 1
ma jeden dvojnasobny koren A = -1

V pripadé, ze charakteristicka rovnice ma jeden dvojnasobny
koren, ma resSeni diferencialni rovnice tvar (uz je oznacim yoz s
ohledem na to, Ze hledame reSeni zkracené rovnice)

Yoz = Ci e™ + G x e™ =C e* + C x e

ZkuSenost: Kdyz s néjakym reSenim nevystacime (tady je to e™X,
pricemz koren -1 je dvojnasobny a my potrebujeme dvé nezavisla
reSeni), tak je vynasobime x: druhé reSeni je x e™X

2) Partikularni reSeni rovnice y" + 2y' + 1 = 6e*

Ve vétsiné pripadli, je-1i na pravé strané exponencidla q.e",
hledame partikularni resSeni ve tvaru a.e™, ag najdeme dosazenim.
V naSem pripadé by to bylo a.e™. Jenze ndsobek funkce e™ je
reSenim zkracené rovnice, at by bylo a jakékoli, dosazenim do
levé strany bychom dostali ©. A totéz plati pro x-nasobek této
funkce, tedy x.e*. A tak musime pravou stranu hledat ve tvaru

yen = d. X2 eX,

Abychom funkci mohli dosadit do plvodni rovnice, musime
vypocitat jeji 1. a 2. derivaci:

yn' = a.(2 x eX + X (-e7)) = a e* (2x - x2)
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Vytykat pred zavorku jesté x by bylo nemoudré, funkci budeme
dale derivovat, a derivovat soucin tri funkci by prijemné
nebylo.

yen" = [a e* (2x - x)]" = a [(-eX) (2x - x?) + e™ (2 - 2x)] =

=g eX[-(2x - x?) + (2 - 2x)] = a e*X[x* - 4x + 2]

Dosadime do plivodni rovnice; aby nevzniklo prilisné monstrum,
ze vSech c¢lenl vytknu a.e™:

y" + 2y" +y = 6eX

a.e* [(x? - 4x + 2) + 2(2x - xX*) + x*] = 6 e

Po vypoctu obsahu hranaté zavorky dostanu

a.e*x ., 2 =6 e¥X

Tedy a = 3

Vypocet byl ponékud zdlouhavéjsi. Kdyby se nam byvaly v hranaté
zavorce Cleny s x a x? nevyrusily, nemohli bychom a najit.
Kdyby ovsSem k takové situaci doSlo, je to znamka toho, Ze jsme
ve vypocCtu udélali chybu. Tento ponékud zdlouhavéjsi vypocet
tak v sobé obsahuje jako odménu i jakousi zkouSku spravnosti
vypoctu.

Hledané partikularni reSeni je:
ypn = 3.%X2 eX
Obecné reseni je

y=CGe*X +CGxeX +3x2eX=(C+Cx+ 3x})ex
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3) Urceni konstant podle pocatecnich podminek

Pocatecni podminky:

y(e) = 2
y'(e) = o
Vime:
y = (C1 + C2 x + 3x?)e™
Vypocitame

y' = (C2 + 6x)e* - (Ci + C x + 3x?)e™* =

= [(C2 - C1) + (6 - C)x - 3 x?2] e

Dosadime x=0 (a vdécné si uvédomime, zZe e = 1):

()
]

G -G

Tedy C1 = C; = 2 a hledané partikularni resSeni je

y = (3x%> + 2X + 2).eX

Re$eni linearnich diferencialnich rovnic s
konstantnimi koeficienty - shrnuti

Tri kroky:

1) Obecné reseni Yoz zkrdcené rovnice (tedy bez pravé strany) -
pomoci algebraického reSeni charakteristické rovnice
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2) Urceni jednoho partikuldrniho reSeni Ypn rovnice s pravou
stranou - umét pro pravou stranu tvaru mnohoclenu,
exponencidly, pripadné jejich soucinu (pro tento obecny pripad
zde neuvadim priklad; vzorecek je v ucebnici - viz poznamku
dale). Pokud je rovnice bez pravé strany, tak tento bod odpada.
Obecné resSeni rovnice s pravou stranou: y = yoz + ypn

3) Pokud jsou dany pocatec¢ni podminky, dosadime je do obecného
reSeni (popr. i do jeho derivace) a najdeme konstanty, které
obsahuje obecné reseni.

Poznamka

V uclebnici se pracuje s pravou stranou ve tvaru

ePX P(x),

kde P je mnohoclen stupné m. Podotykam, Ze sem patri i m = 0,
tedy P(x) mize byt konstanta.

ReSeni hledame ve tvaru

yen = e Q(x) . x", kde Q je polynom stupné m a r je cislo,
které vyjadruje, kolikanasobny koren charakteristické rovnice
je ¢islo p. Kdyz p neni korenem charakteristické rovnice, je
r=0, a tedy x" = 1.

Kdyz jsme resili rovnici
y" + 2y' +y = 6eX
méli jsme P(x) = 6 (konstanta), r = 2.

Pri hledani partikuldrniho resSeni jsme polozili q(x) = a
(konstanta), r = 2, protoze -1 je dvojnasobnym korenem
charakteristické rovnice.

Pravou stranu rovnice

y" + 4y"' + 13y = X

jsme mohli zapsat ve tvaru e®<.x
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Uréité rozpaky mohou vzniknout v pripadé, Ze mezi koreny
charakteristické rovnice je 0. Vime, zZe

e = e =1

Redme je3té obecné rovnici

y" +y' =x -1

Il
(]

1) Obecné resSeni zkracené rovnice y" + y'
Charakteristicka rovnice:

A+ A=20

Jeji reSeni je A1 = -1, A2 = 0

Obecné reseni zkracené rovnice:

Yoz = Ci e +

2) Pravou stranu mizZeme pro pouziti vzorecku z ucebnice zapsat
ve tvaru e® (x + 1), a reSeni hledat ve tvaru

e’ (ax + b) . x;

r = 1, protoze @ je resenim charakteristické rovnice.

Lze ale postupovat jednoduSeji a méné formalné.

Prava strana je x + 1, vedlo by to k hledani partikularniho
reSeni ve tvaru ax + b. Jenze na levé strané neni y, je tam jen

y' a y". Cislo b by se nadm dosazenim do levé strany lplné
ztratilo. A tak pravou stranu budeme hledat ve tvaru (ax+b).x
(opét si pomahame vyndasobenim x).

Hledani partikularniho reSeni podle pravé strany:

yen = (ax + b).x = ax? + bx

Pak

yen' = 2ax + b; yen" = 2a
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Dosadim do plvodni rovnice y" + y' = x - 1:
2a + (2ax + b) = x - 1

Tedy:

2ax + (2a + b) = x - 1,

to znamena:

2a =1
2a + b = -1
Vypocitame

a=1/2; b = -2

Partikularni resSeni:

yen = (1/2) x? - 2x

Obecné reseni zadané rovnice:

yoz= Ci e + (1/2) x> - 2x +

Mezi diferencialni rovnice jsme jen nahlédli. Snad aspon natolik, aby bylo vidét, jak
uzasnym prostredkem pro popis skutecnosti plné spojitych zmén jsou. A tak by bylo
hezké, kdyby konec tohoto zakladniho kursu matematiky nebyl teckou za
matematikou ani za diferencialnimi rovnicemi, ale impulsem pro cestu dale k
vysinam této uzasné, materialni svét presahujici védy. Preji vsem upfimnou radost z
pozndvani.

JNe
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