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Diferencidlni rovnice

Jako uvodni cetbu vam jsem vam posledné nabidl své pohadky

Hrnecku var
aneb separace proménnych v ¢eské pohadce

Pohadkovy les
(Linearni diferencialni rovnice 2. radu s periodickym
resenim)

Rybnicek Kaprnicek
Rist a jeho meze

http://jirinecas.jetmouse.cz/Pohadky.htm

Co je diferencialni rovnice?

Je to rovnice, ktera obsahuje proménnou x a neznamou funkci y
f(x) vcetné jejich derivaci.

Priklady:
a) y' = 4x + 3
b) y' =2y

c) y"+4y' + 3 =0
d) y'" = y® =12 x2+ 6 x + 1

Nejvyssi derivace, kterd se v rovnici vyskytuje, se nazyva rad
diferencialni rovnice. Derivace vy33ich Fadd nékdy oznacujeme cislem v
zavorce na misté horniho indexu. Priklady a) a b) ukazuji
diferencialni rovnice 1. radu, c) je rovnice 2. a d) 3. radu.

Rovnice uvedené v bodech a) a d) umite resSit (aspon doufam).
Presto se u nich zastavme.


http://jirinecas.jetmouse.cz/matematika/HrneckuVar.htm
http://jirinecas.jetmouse.cz/matematika/VlciZajiciPohLes.htm
http://jirinecas.jetmouse.cz/matematika/Rybnicek.htm
http://jirinecas.jetmouse.cz/Pohadky.htm
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a) y' =4x + 3

Zname derivaci, chceme znat primitivni funkci. Tu dostaneme
obycejnym vypoctem neurcitého integralu:

y =J (4x + 3) dx = 2x> + 3x + C

Tak jsme nasli obecné reSeni této rovnice; vyskytuje se v ném
konstanta C. U diferencidlnich rovnic nékdy v zadani je najit
tzv. partikularni reSeni vyhovujici zadanym pocatecnim
podminkam (k rovnici n-tého radu patri n pocatecnich podminek).
Takova uloha pak ma tvar:

Najdéte funkci y, ktera je reSenim rovnice
y' = 4x + 3
a pro néz plati napr. y(@) = 2, tj. pro x = 0 jey = 2.

Vypocitali jsme

y = 2x> + 3x + (, dosadime x = @, y = 2:
2 =0+ 0+ C, tedy C = 2; pozadované partikularni resSeni tedy
je

y = 2x2 + 3x + 2

Pojdme ted na priklad d)..
y'" = y® =12 x2+ 6 x + 1

Doplnme jej pocatecnimi podminkami

y(@) = -1, y'(0) = 2, y"(0) = 24

Toto je obvykly tvar pocatecnich podminek; nékdy vSak mlze byt
jiny - hledana funkce nemusi byt v @ definovana apod.

Nejdrive vSak reSme ulohu obecné

Co je to y®? Je to treti derivace, tedy derivace druhé
derivace.

Proto

y = J' yll ] dX

[ (12 X2+ 6 x +1)dx =4 x> +3 x> +Xx + (1
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Index u konstanty pouzivam, protoze vim, ze budu integrovat
dale a budou se objevovat dalsi integracni konstanty.

Stejné
y' = [y"dx =] (4 x3+3 x>+ x + C) dx =

= X* + x3 + x?/2 + Cix + Cy,

Q

tedy
= [y dx =] (x*+ x>+ x?/2 + Cix + C) dx =

<

X°/5 + x4/4 + x3/6 + C1 X2/ 2 + Co X + C3 =

X°/5 + x4/4 + x3/6 + Co X2 + C2 X + (3

Posledni uUprava je jen takova esteticka, protoze Ci/2 je
konstanta (polovicni nez Ci), nepusobi hezky psat Ci/2, ale je
lepSi tento celek oznacit jako konstantu, zde jsem ji oznacil
Co; nékdy se v tomto pripadé oznaceni neméni a pouzilo by se Ci.
U uloh, kde jsou zadany pocatecni podminky, nema "modra" uprava
smysl.

Je vidét, ze se na integracni konstanty nesmi zapominat, zde ty
prvni dvé se v konec¢ném vysledku nasobi druhou, resp. prvni
mocninou proménné Xx.

Tak, jak jsme si ted ukazali, se reSi diferencialni rovnice,
které jsou ve tvaru (nebo se na tento tvar daji uvést)

y(n) = 'F(X) .

U téchto rovnic 1lze pocatecni podminky pro derivace pocitat
postupné. Kdyz jsme vypocitali

y'" =4 x3 + 3 x>+ x + (1

vyuzijeme podminku y" (@) = 24 a dosazenim nuly za x a 24 za y"
zjistime, ze Ci = 24, pak

y' = x*+ X3+ xX3/2 + Cix + G = x* + X3 + xX3/2 + 24x + Cy,
dosazenim pocatecni podminky y'(®) = 2 dostaneme C,= 2, tj.

y' = x4+ X3 + x2/2 + 24x + 2,
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a tak
y = xX°/5 + x4/4 + x3/6 + 12 x2 + 2 x + C3

Protoze y(©) = -1 a pri dosazeni nuly za x jsou vSechny cleny s
mocninami x nulové, dostavame C; = -1. Partikuldrni resSeni
rovnice, které vyhovuje zadanym pocatecnim podminkam, tedy je

y = x5/5 + x*/4 + x3/6 + 12 x> + 2 x - |

Rovnice z prikladd b) a c¢) vypadaji jinak, tam se vyskytuji
funkce y i jeji derivace. Takovych rovnic je spousta, a my se
budeme zabyvat jen nékterymi z nich.

Drive nez se k b) a c¢) vratim, uvedu zde jeSté jednu:
e) y" + 4y' + 13y = X

Je zapsana tak, zZze na levé strané je linearni kombinace funkce
y a jejich derivaci, na pravé strané je funkce proménné x.

Protoze na levé strané je zminéna linearni kombinace (funkce y
a jejich derivaci), je to linearni diferencidlni rovnice.
Koeficienty u y a derivaci jsou 1, 4 a 13. U nékterych
diferencialnich rovnic mohou tyto koeficienty zaviset na x
(takovymi rovnicemi se zabyvat nebudeme), kdyz tyto koeficienty
na X nezavisi, rikame, ze je to rovnice s konstantnimi
koeficienty. Nejvys$si derivace je druha, je to tedy
diferencialni rovnice druhého radu. Na pravé strané je funkce
proménné x. Proto rikame, Ze jde o rovnici s pravou stranou.
Linearni diferencidlni rovnice prepisujeme tak, aby u nejvyssi
derivace byl koeficient 1.

Rovnice b) a c¢) jsou linearni diferencidlni rovnice s
konstantnimi koeficienty bez pravé strany (pravad strana je
nula); pritom rovnici b) si predstavime zapsanou ve tvaru

b) y' - 2y = @
Pripomenu rovnici c)

c) y" +4y' + 3 =0
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PopiSeme si navod k reSeni linearnich diferencidlni rovnice s
konstantnimi koeficienty bez pravé strany. Zalezi na resSeni
algebraickych rovnic tolikatého stupné, jaky je rad
diferencialni rovnice. A protoze s vysSim nez druhym stupném
algebraickych rovnic jsou problémy, omezime se na rovnice 1. a
2. radu.

Mozna nazornéjsi bude vysvétleni na rovnici 2. radu, tedy c).

K diferencialni rovnici priradime algebraickou rovnici s
neznamou A (nazyva se charakteristickou rovnici) podle
pravidla: "Kolikata derivace, tolikata mocnina neznamé", v
nasem pripadé

A2+ 4N + 3 =0
Jeji reSeni je A1 = -1, A2 = -3.

Je to ten nejprijemnéjsi pripad, kdy rovnice md dva rizné
realné koreny. Jde o rovnhici druhého radu, v jejim obecném
reSeni se museji vyskytovat dvé konstanty, které by se - pokud
by byly zadany - urcily z pocatecnich podminek.

Obecné reseni v tomto pripadé je

y = Ci exp (Mix) + Coexp (A2x) = [C1 e* + (o e

Nenutim vas, abyste tomto ndvodu (této "kucharce") vérili.
Dosazenim do plvodni rovnice si mGzete udélat zkousSku, a pokud
neudélate chybu, tak navod prijmete.

V tomto prikladé zlistaneme u obecného reseni.

Pojdme ted k rovnici b) a pridejme pocatecni podminku y(@) = 3,
bude jen jedna, jde o rovnici prvniho radu.

Diferencidlni rovnice

y' -2y =0

Charakteristicka algebraicka rovnice

A-2=20

Jeji reSeni: A = 2
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Obecné resSeni diferencidlni rovnice:

Pouziti pocatecni podminky:
3=Ce?=C
Partikularni feSeni vyhovujici pocatecni podmince:

Jak res3it linearni diferencidlni rovnice druhého radu, kdyz
jejich charakteristicka rovnice ma jeden (dvojnasobny) koren
nebo ma imaginarni koreny, si ukazeme v dalsSim, asi uz
poslednim textu.



