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Vazané extrémy funkci 2 proménnych

Zacnéme opét pripomenutim toho, ¢im jsme posledné konc¢ili.

Dalsi tridou uloh je hledani vazanych extréml, kdy nds budou zajimat jen
hodnoty funkci pro ty dvojice [x; y], které splnuji urcitou podminku, tedy
které jsou vazany na urcitou mnozinu - vzdy to bude mnozina uzavrena. Z
hlediska dalSich vlastnosti této mnoziny se zamérime na tri typy téchto
uloh:

a) mnozina je jednorozmérnd (krivka nebo primka) a neni omezend;

b) mnozina je jednorozmérnda a omezend - bude to uzavrena krivka (zpravidla
kruznice nebo elipsa);

c) mnozina je dvojrozmérna a omezend (zpravidla kruh [omlouvam se, v
predchozim textu jsem asi omylem napsal kruzZnice]nebo elipsa spolu s jejimi
vnitrnimi body).

Kruznice je krivka, kruh plocha

V pripadé a) nejde o kompaktni mnozinu, nebot neni omezena, tedy existence
globdlnich extréml neni zarucena; hledame lokalni vazané extrémy. V
pripadech b) a c) jde o kompaktni mnoziny - vime, ze na nich maximum i
minimum existuje; abychom vyjadrili, ze extrémy jsou vztazeny k celé
uvazované mnoziné, pouzivame nékdy pridavné jméno globdlnt.

Posledné jsme se vénovali typu a).

b) Mnozina je jednorozmérnd a omezend - bude to uzavrena
kirivka (zpravidla kruznice nebo elipsa). Krivka je
uzavrenou mnozinou, a zde jde navic o omezenou mnozinu,
tedy vazbova podminka urcuje kompaktni mnozinu, na niz je
existence extréml zarucena.

Priklad

Mame najit vazané extrémy funkce
(X, y) = x* +y?
na elipse (to je vazbova podminka)

X2 + 4y = 4
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Mizeme pouzit metodu, s niz jsme se setkali v uUloze typu
a). Z vazbové podminky vypocitdme x? = 4 - 4y?, dosadime do
vyjadreni funkce f, ¢imz ziskame funkci jedné proménné:

fi(y) = 4 - 4y? + y2 = 4 - 3y?

a hledame jeji extrémy, ale pozor: protoze x> = 4 - 4y?,
musi byt 4 - 4y? > 9, tedy y € (-1; 1). Jde tedy o hledani
extrémd funkce na uzavreném intervalu, kdy kromé vnitrnich
bodl, v nichZz je derivace rovna 0, musime vySetrit i
krajni body. V nasSem pripadé fi(y) = @ pro y = 0, body, v
nichz poc¢itame hodnotu funkce f: tedy jsou -1, © a 1.

Nesmime na krajni body zapomenout. Horsi by bylo tuto
metodu pouzit, pokud by pri nasSi vazbové podmince ve
vySetrované funkci proménné nevyskytovaly jen v sudych
mocninach. Proto je tento typ uloh je mnohem vhodnéjsi
metoda jakobianu.

Pripomenme si funkci, s niZz pracujeme:

(X, y) = x* +y?

PrepisSme si vazbovou podminku ve tvaru
g(x, y) = x2+4y? - 4 =0

Podminku jsme si zapsali ve tvaru funkce dvou proménnych
(na sledované mnoziné rovné nule).

f je nase funkce, g vyjadruje vazbovou podminku. Jsou to
tedy docela r0zné véci. Nicméné v nasledujicim kroku budou
mit podobné role. Sestavime si Jakobiho determinant
[nazyvd se strucné Jakobian] (jeho prvky jsou funkce) (a
zase se omlouvam, Ze vynecham svislé c¢ary determinant
oznacujici)

oxf  odyf

0xg  9y8

Metoda jakobianu zalezi v tom, ze v bodech, v nichz jsou
vazané extrémy, je jakobian roven nule (mizZe byt roven
nule i jindy, ale vime, ze extrémy hledame mezi body, v
nichz je jakobian nulovy). V naSem pripadé:
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oxf oyf = 2x 2y = 16xy - 4xy = 12xy = ©
Oxg  Oyg 2x 8y

Tedy v extrémech musi platit 12xy = 0, tj. xy = 0.

To spolu s vazbovou podminkou tvori soustavu dvou rovnic o
dvou neznamych:

Xy = 0
x> + 4y? = 4

U soustavy rovnic, kde jedna vyjadruje, ze néjaky soucin
je roven nule, byva Sikovné vyjit z toho, ze aspon jeden z
¢initell musi byt roven nule, tedy x = @ nebo y = 0.

a) x = @, pak protoze x? + 4y? = 4, musi byt 4y? = 4, tedy
y? = 1, coz znamend y = -1 nebo y = 1.

Nasli jsme dva podezrelé body:
P. = [0; -1], P2 = [0; 1]

B) y = 0, pak protoze x?> + 4y? = 4, musi byt x?> = 4, tedy
X = -2 nebo x = 2.

Nasli jsme dva podezrelé body:

P3 = [-2; 0], Pa = [2; O]
Ve vSech podezrelych bodech vypocitame hodnoty funkce f:
f(P1) = F(P2)
f(P3) = f(Pa)

Mezi nimi vybereme nejvétsi a nejmensi. Vazané maximum
funkce ¥ tedy ma hodnotu 4 a funkce je nabyva v bodech
[2; @] a [-2; @], vazané minimum funkce f ma hodnotu 1 a
funkce je nabyva v bodech [0; 1] a [0; -1].

1
4

Metoda Jakobianu se da pouzit i na nekompaktni mnoziny, Jjenze nedava
jednoduse odpovéd na to, zda v daném bodé extrém je a o jaky extrém jde. U
kompaktnich mnozin vime, Ze mezi "podezrelymi" body oba extrémy museji byt.

¢) Mnozina je uzaviend plocha v roviné (napr. kruh nebo
elipsa vcéetné vnitrnich bod().
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Jako priklad si uvedeme ulohu velice podobnou té
predchozi.

Mame najit vazané extrémy funkce

f(x, y) = x2 +y°
na mnoziné

X2 + 4y? < 4

Je to elipsa vcetné jejiho vnitrku. Elipsa (krivka) je
jeji hranici, jde tedy o kompaktni mnozinu, funkce na ni
nabyva jak maxima, tak minima. Najdeme zas "podezrelé
body" a mezi nimi vybereme ty, v nichz funkce nabyva
nejvétsi a nejmensi hodnotu. Podezrelé body mohou byt na
hranici nebo uvnitr. Na hranici je hledame metodou
jakobianu, uvnitf by musely byt zaroven lokdlnimi extrémy,
a tak najdeme lokalni extrémy funkce (a mezi nimi vybereme

ty, které splnuji vazbovou podminku) - a dostaneme dalsSi
podezrelé body.

Pro nasSi ulohu podezrelé body na hranici zname z
predchoziho prikladu. Jsou to:

P. = [0; -1], P> = [0; 1], Ps = [-2; O], Pa = [2; @]
Zbyva hledat mezi vnitrnimi body:

oxf = 2x = © => X =20

oyf = 2y =0 => y =20

Bod [0; O] splhuje vazbovou podminku x? + 4y? < 4, a proto
je dalsim podezrelym bodem:

Ps = [0; O]

Funkéni hodnoty v podezrelych bodech jsou:

f(P1) = f(P2) =1
f(P3) = f(Ps) = 4
f(Ps) = 0
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Maximum funkce f(x, y) = x® + y2 na mnoziné x2 + 4y2 < 4
tedy je 4 a nabyva ho v bodech Ps3 a Ps; jeji minimum na
této mnoziné je © a nabyva ho v bodé Ps

Vice méné jako zavérecnou poznamku uvedu jesSté dvé ulohy,
patrici k typu c)

1) Mame najit extrémy funkce f(x, y) = 4x + 3y na mnoziné x* +
y2 < 25. Hledame podezrelé body:

a) Na hranici x? + y2 = 25
Jakobian:

4 3

|2x 2y = 8y - 6x = 0

Podezrelé body museji vyhovovat rovnicim

8y - 6x =0 =>y = (3/4) X

x2 + y2 = 25

Dosazenim za y do druhé rovnice najdeme podezrelé body [4; 3] a

[-4; -3]

B) Uvnitr: Obé parcidlni derivace by se méla rovnat ©. Jenze
ony obé jsou nenulovymi konstantami: oxf = 4, dyf = 3. Ve
vnitfku mnoziny tedy zadné extrémy nejsou, jedinymi podezrelymi
body jsou [4; 3] a [-4; -3], v nichZz funkce f nabyva hodnot po
radé 25 (vdazané maximum) a -25 (vazané minimum)

Linedrnt funkce nabyvd svych extrémii na kRompakRtni mnoZiné vidy
na jeji hranici.

2) Extrémy linearni funkce na mnohouhelniku. UvaZujme opét
funkci f(x, y) = 4x + 3y a hledejme ted jeji extrémy na
ctyruhelniku [0, @], [7, @], [4, 4], [0, 5]. Hledame-1i extrémy
linearni funkce na konvexni mnoziné s linearnimi omezujicimi
podminkami, stacti vypocitat jeji hodnoty ve vrcholech. V roviné
jde o mnohouhelnik a jeho vrcholy. V nasSem pripadé:
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f[o, o]
f[7, o]
f[4, 4]
[0, 5] =

Hodnotu 2
body [7,

V praxi b
vysoky (t
zvyraznil
jednoduch

Posledni
uvodni ce
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%] Vazané minimum
28 Vazané maximum
28 Vazané maximum
15 Zde neni vazany extrém

8 funkce nabyva na celé strané ctyruhelnika spojujici
0] a [4, 4].

yva pocet proménnych i omezujicich podminek hodné
reba trojciferny). Proto jsem sloveso "staci"

, projit vrcholy v takovém pripadé neni nic

ého; tuto ulohu resi Linedrni programovdnt.

tyden se budeme vénovat diferencidalnim rovnicim. Jako
tbu vam nabizim své pohadky

Hrnecku var

aneb separace proménnych v Ceské pohadce

Pohadkovy les

(Linearni diferencialni rovnice 2. radu s periodickym

resSenim)

Rybnicek Kaprnicek

Rist a jeho meze

http://jirinecas.jetmouse.cz/Pohadky.htm

S pranim hezkého prodlouzeného vikendu

29.07.2022 9:03


http://jirinecas.jetmouse.cz/matematika/HrneckuVar.htm
http://jirinecas.jetmouse.cz/matematika/VlciZajiciPohLes.htm
http://jirinecas.jetmouse.cz/matematika/Rybnicek.htm
http://jirinecas.jetmouse.cz/Pohadky.htm

