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Lokalni extrémy funkci 2 proménnych

Zopakujme nejdrive zavér predchoziho textu.

Jak tedy pozname, Zze bod skutecné lokalnim extrémem je? Pojmy rostouci a
klesajici funkce pro 2 proménné nemame, vySetrit funkci jen ve sméru
souradnicovych os nestaci (priklad s hubenym velbloudem). Pomize nam
Hessova matice, tj. matice druhych parcidlnich derivaci.

Oznacme dxx f = 0x(0xF); 9dx f = 09y(0xF) atd.

Hessova matice pro funkci f je matice (omlouvam se, Ze zas pisu matici bez
zavorek, pri pouziti wordovského prostredku pro matice mi nejde psat
indexy):

axx -F axy -F

oyx T Oyy T

Pro funkce gs; a gs ma Hessova matice tvar

[2 —1 oro g
-1 4 )
[2 ~3 oro g
-3 2

Matice jsou symetrické. Pro funkce, s nimiz se setkavame, plati, Zze

axy = ayx

Zde nam vysSly Hessovy matice obsahujici jen c¢isla. V jinych pripadech se
mize stat, Ze jejich prvky jsou funkce. Nechame si to napristé; zatim jen
prozradim, ze je-lLi determinant Hessovy matice kladny, je v daném bodé
extrém, je-li zdporny, tak tam extrém neni, je-1li nulovy, tak nam tato
metoda selhava, extrém tam byt mize, ale nemusi. Mluvim-1i o determinantu
Hesovy matice, predpokladam, ze jsme za proménné (pokud se tam vyskytuji)
dosadili hodnoty pro prislusny bod - ukazeme si to na prikladé.

Hledejme lokdalni extrémy funkce

f(x, y) = x> - 6xy + y3.
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Funkce je definovana v celé mnoziné R?, tedy pro vSechny
dvojice [x, y] realnych c¢isel (a nadto ma vSechny potrebné
parcialni derivace).

Nutnd podminka pro to, aby v néjakém bodé byl lokalni
extrém, je, Ze obé parcidlni derivace tam museji byt rovny
nule:

ox f = 2x - 6y = 0
dy ¥ = -6x + 3y? = 0@

Je to soustava dvou rovnic o dvou neznamych, ale pozor -
druhd rovnice neni linedrni. NemlZeme tedy pouzit Zadnou z
metod reSeni soustav linearnich rovnic.

Vyjadrime z prvni rovnice x pomoci y a dosadime do druhé
rovnice (mohli bychom vyjadrit y pomoci x, kvUli druhé
mocniné by to bylo pocetné o troSku narocnéjsi).

Tedy
X = 3y (z prvni rovnice)

-6.3y + 3y?2 =0 (dosadil jsem do druhé rovnice)

Po upraveé:

3.y(-6 +y) =0

Redeni jsou: y1 = 0, y> = 6.
Protoze x = 3y, odpovidajici hodnoty x jsou:
X1 = 0, X2 = 18.

Mame tedy dva podezrelé body (jinde nez v nich lokdalni
extrém nemlze byt):

P. = [0; 0]
P, = [18; 3]
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Jde o to, zda je tam extrém, a pokud ano, zda to je
lokalni maximum nebo lokdalni minimum.

Zda jde o extrém, nam odpovi determinant Hessovy matice,
vypocitame nejdrive tuto matici:

1l
N
1
()}

]H[=axx'F axy'F
dyx £ Oy F -6 6y

(zas nejsem s to ve Wordu udélat potrebné zavorky, a tak
aspon matice odliSuji barevné)

Tato matice uz neni konstantni, v pravém dolnim rohu je y.
Jeji determinant je D = det H = 12y - 36
Pro bod P je D(P1) = 2.6.0 - 36 = -36 < ©

Podle toho, co jsem zminil v zavéru predchoziho textu a
zde na zacatku drobnéjsim pismem zopakoval, v bodé Pi neni
lokalni extrém.

Pro bod P, je D(P2) = 2.6.6 - 36 = 72 -36 = 36 > ©

Zas podle toho, co jsem zminil v zavéru predchoziho textu
a zde na zacatku drobnéjsim pismem zopakoval, v bodé P, je
lokalni extrém.

A jaky?

Na to je jednoduchy navod. Ten se tyka znaménka levého
horniho prvku v Hessové matici. Je-1i tento prvek kladny
(u nds 2), jde o lokdlni minimum. Pokud by byl zdaporny,
Slo by o lokalni maximum.

A co kdyz je nula? Neni. Bavime se o situaci, kdy det H > @ (v bodé
je lokdlni extrém). Matice H je symetricka, ma tedy tvar [Z ?]; det
H = ac-b2>0,a tedy

ac> 0; to znamena, Ze ani a, ani c¢ neni @, a nadto maji stejné
znaménko.
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V nasem prikladé je a = 2, a tedy v bodé P. je lokalni
minimum.

Doufam, Ze na tomto prikladé jsme si to nejdilezitéjsi o
hledani lokalnich extréml funkci dvou proménnych ukazali.

Jesté to shrnu.

Hledame lokalni extrémy funkci dvou proménnych (ktera ma
potrebné parcialni derivace, ale to byva v prikladech
splnéno):

1) Nutna podminka pro existenci lokalniho extrému je, aby
obé prvni parcialni derivace byly rovny nule. Najdeme tedy
body [x; y], v nichz tomu tak je. Zpravidla to znamena
vyresit soustavu dvou rovnic o dvou neznamych, ktera casto
neni linearni.

2) Mezi témito "podezrelymi" body podle Hessovy matice
vybereme ty, v nichz extrém skutecné je (kladny
determinant) a rozhodneme, zda jde o LOKMAX (vlevo nahore
zaporné ¢islo) ¢i LOKMIN (vlevo nahore kladné cislo).

A co kdyz je determinant Hessovy matice roven ©? Tak tam mize byt leccos.
Funkce hi(x, y) = x* + y* a ha(x, y) = x* - y* maji jediny podezrely bod

[0; ©], obé v ném maji vSechny druhé parcialni derivace rovny 0, tedy
determinant Hessovy matice je v ném roven nule; pritom h; zde ma minimum
[hi(@; @) = 0, vSude jinde je hi(x, y) > 0; h2(0@; @) = 0, pro kazdé x # 0 je
hi(x, @) > @, pro kazdé y # @ je h.i(0, y) < @]. Priklady, v nichz det H =
0, se (podle mé zkuSenosti) v pisemkach nevyskytuji.

Vazané extrémy funkci 2 proménnych

Dalsi tridou uloh je hledani vazanych extrémi, kdy nas
budou zajimat jen hodnoty funkci pro ty dvojice [x; y],
které splnuji urcitou podminku, tedy které jsou vazany na
urcitou mnozinu - vzdy to bude mnozina uzavrena. Z

hlediska dalSich vlastnosti této mnoziny se zamérime na
tri typy téchto uloh:
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a) mnozina je jednorozmérna (krivka nebo primka) a neni
omezena;

b) mnozina je jednorozmérna a omezend - bude to uzavrena
krivka (zpravidla kruznice nebo elipsa);

c) mnozina je dvojrozmérna a omezena (zpravidla kruznice
nebo elipsa spolu s jejich vnitrnimi body).

V pripadé a) nejde o kompaktni mnozinu, nebot neni
omezena, tedy existence globdlnich extrémi neni zarucena;
hledame lokalni vazané extrémy. V pripadech b) a c) jde o
kompaktni mnoziny - vime, Ze na nich maximum i minimum
existuje; abychom vyjadrili, ze extrémy jsou vztazeny k
celé uvazované mnoziné, pouzivame nékdy pridavné jméno
globalnt.

V tomto textu se budeme vénovat jen typu a), a to
prostrednictvim prikladu. Typy b) a c) nechame do pristiho
textu.

Priklad:

Mame najit vazané lokalni extrémy funkce

f(x, y) = x + 2y

na mnoziné dvojic [x; y] vyhovujicich vazbové podmince

X - y> - 2 =0 (to je parabola - uzavrfend, neomezena
mnozina).

Zde se nabizi vazbovou podminku prepsat ve tvaru
X = y> 4+ 2

a za x dosadit do vyjadreni funkce f; tak dostaneme novou
funkci fi1, ktera je funkci jedné proménné, ale na "nasi"
mnoziné vyjadruje totéz, co f:

fi(y) = (y2 +2) +2y = y? + 2y + 2

Budeme vySetrovat jeji (lokdalni) extrémy. Jeji derivace je

fi'(y) = 2y + 2
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Plati

fi'(y) =@ proy = -1,
fi'(y) < @ proy < -1,
fi1'(y) >0 proy > -1

Funkce f1 ma v bodé y = -1 lokalni minimum; jeho hodnota je
fi(-1) = (-1)2 + 2.(-1) + 2 =1

Dosadime do vazbové podminky x = y2 + 2 = (-1)2 + 2 = 3.

Padvodni funkce f(x, y) md tedy v bodé [3; -1] vdzané
Lokdlnt minimum. Je to soucasné vazané (globdalni) minimum,
protoze funkce fi(y) zde skutec¢né minimum md; hodnoty
funkce fi1 shora omezené nejsou, a tedy f(x, y) maximum
nemda. Pro kontrolu vypocitejme hodnotu f(3; -1) = 3 - 2 =
=1 (je to o.k.; je to hodnota, jiz jsme vypocitali jako
minimum funkce +1).

Tedy funkce f na mnoziné popsané uvedenou vazebni
podminkou ma lokdalni vazané minimum v bodé [3; -1]
a jeho hodnota je f(3; -1) =1

Kdyby ve vazbové podmince byly napr. obé hodnoty v druhé
mocniné, byl by vypocet obtiznéjsi. Odmocninam je moudré
se vyhybat, pokud to jde. Ve zkouSkové pisemce, pokud mam
zkuSenost, se vSak takové neprijemné priklady nevyskytuji.
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