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Jesté k otevrenosti a uzavrenosti mnozin:

Mnozina je otevrend, pravé kdyz k ni nepatri zadn
hranicni bod.

jeji

<\

Mnozina je uzavrend, pravé kdyz k ni patri vSechny jeji
hranic¢ni body.

Fialové zapsané tvrzeni na konci predchoziho textu mélo pripomenout, ze
tvrzeni o vSech bodech prazdné mnoziny je vzdy pravdivé.

V3ichni ob&ané CR starsi nez 200 let jsou imunni va¢i koronaviru.

MnoZina vsech obc¢anit CR starsSich neZ 200 lLet je prdzdnd - vyse napsané
tvrzeni je pravdivé

Vime, Ze vzdy je pravdivé bud urcité tvrzeni, nebo jeho negace. Negaci
vySe uvedeného tvrzeni je:

Existuje aspofn jeden ob&an CR star3i 200 let, ktery neni imunni vG¢i
koronaviru.

Vime, Ze Zddny takovy obclan neexistuje, tedy posledni tvrzeni je
nepravdivé.

Tedy: aby mnozina byla soucasné uzavrena i uzavrena, nesmi mit
zadné hranicni body (mnozina jejich hranicnich bodd musi byt
prdazdna). V mnoziné vSech usporadanych dvojic [x; y] redlnych
Cisel (tuto mnozinu znacivame R x R, pripadné R?) jsou dvé
takové podmnoziny: prdzdna mnozina @ a celd mnozina R%. S
prazdnou mnozinou coby definicnim oborem funkce se setkavat
nebudeme, zato s funkcemi definovanymi pro vSechny dvojice
realnych c¢isel, tedy na mnoziné R? se setkdme casto. Mnozina
vSech dvojic readlnych cisel je tedy uzavrend (je i otevrenad),
nicméné neni omezena, a tedy neni kompaktni (nema tuto
prijemnou vlastnost).

Dilezitou tridou Uloh je hleddnt extrémi (maxim, minim), a to
jak lokdlnich, tak globdlnich.

U jedné proménné jsme k hledani lokalnich extrémi pouzili
derivaci. Jak tomu bude u funkci dvou proménnych?

Predstavme si, Ze osa x je orientovana ve vychodozapadnim
sméru, osa y v severojiznim. Kdyz budete stoupat na vrchol
hory, tak at tam jdete v kterémkoli sméru (a tedy i ve sméru
kazdé z obou os), bude tam (lokalni) maximum vySky. Proto
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zavadime pojem parcidlni derivace podle jedné z proménnych,
kdy tu druhou (pripadné ty ostatni v pripadé vice proménnych)
povazujeme za konstantu. Parcialni derivaci funkce f podle
proménné x, resp. y znacime 9xf, resp. o,f.

Jako priklad uvedme parcialni derivace funkci f1 az fs z konce
cv.11-1, a dale z téchto c¢tyr funkci (ty jsou snazsi, a tak je
uvedu driv):

gi(x, y) = x> +y?
g2(x, y) = x> - y?
g83(x, y) = X* - xy + 2y?
ga(x, y) = x* - 3xy + y?

xg1(X, y) = 2x oyg1(x, y) = 2y
x82(X, y) = 2x oyg2(X, y) = -2y
0xg3(X, ¥) = 2x - y 9g3(x, y) = -x + 4y
oxga(X, y) = 2x - 3y 9yga(x, y) = -3x + 2y

Omlouvdm se, ze k oddélovani proménnych nedlisledné pouzivadm nékdy
carku, nékdy strednik. Byl jsem vzdy zvykly na carky, a ted se
snazim v souvislosti s praxi v nasi zemi (i v ceském Excelu) prejit
na stredniky, a moc se mi to nedari.

Pripominam

f3(x; y) = 1n x + Vy

fi(x; y) = V(1 - ¥ - y?) = (1 - X - y)2

fa(x; y) = 1In (1 - x* - y?)

ax 'F3 = 1/X ay 'F3 = 1/(2\/y)
-X

ax 'Fl = T mmTmTmSmSmSmssssssmmm-

ay 'Fl = TTTTmmmmmmmmm s
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(1 - X2 - y2)1/2

-2X
ax 'FZ = T--m=m=======-
1 - x?-y?

_2y
ay 'FZ = TT-Tmmmsmsmsmsm==-
1 - x? - y?

Uvazujme nadmorskou vysku jako funkci zemépisnych souradnic.
Vrchol hory predstavuje lokalni maximum vysSky v kazdém sméru,
tedy i ve vychodozapadnim, i v severojiznim. Nutna podminka pro
existenci lokalniho maxima je, aby v ném byly obé parcialni
derivace (presnéji: prvni parcidlni derivace) rovny nule
(bavime se jen o funkcich, které parcidlni derivace maji),
nebot ve vSech smérech je to maximum. Podobné je tomu pri
hledani lokalniho minima. Pro ilustraci jsem zvolil drive
zminéné funkce g1 az gs, v nichz se budeme zabyvat hledanim
lokalniho minima.

Pro vSechny tyto funkce plati, Ze jedinym bodem, kde jsou obé
parcidlni derivace rovny 0, je bod [0, ©]. Funkce gi tam ma
zrejmé lokdlni minimum, protoze gi1[0, 0] = 0, gi[x, y] > O,
jakmile aspon jedna z proménnych je ridznd od nuly. Naproti tomu
g> tam jasné lokalni extrém nema:

g:[0, 0] = 0, g:[x, @] > @ pro x # 0, g:[0, y] < @ proy # 0.

Jak je tomu s funkcemi gz a g4, neni na prvni pohled vidét.
Prozradim, ze gz v bodé [0, @] ma lokalni minimum, kdezto g4 tam
zadny lokdalni extrém nema. ProcC tomu tak je, si jesté dale
naznacime a zc¢asti si to nechame na pristi tyden.

Vratme se k funkci g>. To, Zze tam nema extrém, bychom mohli
odlvodnit tak, Ze ve sméru osy x se funkce chova, jako by v [0,
0] méla lokdlni minimum, ve sméru osy y jako lokalni maximum.

Podobna situace mGzZze nastat v horském terénu. Predstavte si
horsky hreben ve vychodozapadnim sméru a v ném sedlo, jimz je
vedena silnice. Pro turistu jdouciho hrebenovou turu je v sedle
lokalni minimum nadmorské vysky, kdezto automobilista
projizdéjici sedlem tam zaziva jeji lokdalni maximum.
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Predstavme si ted misto horského hrebene hrbet velblouda
(samozrejmé dvouhrbého, o jinych velbloudech se bavit
nebudeme). Kdyz ho naorientujeme hlavou k vychodu, bude pro
sedlo mezi hrby situace stejna jako v predchozim prikladé s
horskym hrebenem - od hlavy k ocasu (ted ale vlastné nevim, zda
md velbloud ocas, pokud ne, tak si jej mlZeme na konci patere
domyslet) je v sedle minimum vysSky, kolmo k pateri maximum.

A ted si predstavme, Ze ten velbloud je hodné hubeny a hlavou
ho naorientujeme k severovychodu. Budeme-1li ho hladit od
severovychodu k jihozapadu, bude mit v sedle lokalni minimum
vySky. Pokud ho budeme hladit od severu k jihu ¢i od zapadu
vychodu (tedy vUc¢i pateri Sikmo), budeme tam vnimat maximum
vySky (musi byt dostatecné hubeny). Predstava, Ze "bod
podezrely z lokalniho extrému" tim extrémem skutecné je, pokud
by byl stejnym extrémem ve sméru obou souradnic, tedy selhava.

Jak tedy pozname, Ze bod skutecné lokalnim extrémem je? Pojmy
rostouci a klesajici funkce pro 2 proménné nemame, vySetrit
funkci jen ve sméru souradnicovych os nestaci. Pomlize nam
Hessova matice, tj. matice druhych parcialnich derivaci.

Oznaéme axx 'F = ax(axf); axy 'F = ay(ax'F) atd.
Hessova matice pro funkci f je matice (omlouvam se, ze zas pisu
matici bez zavorek, pri pouziti wordovského prostredku pro

matice mi nejde psat indexy):

Oxx T Oxy T
dyx T dyy T

Pro funkce g3 a g4 ma Hessova matice tvar

[2 -1 pro gs

-1 4 ?
[2 -3 pro ga

-3 2

Matice jsou symetrické. Pro funkce, s nimiz se setkavame,
plati, Ze
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axy = ayx

Zde nam vy3ly Hessovy matice obsahujici jen ¢isla. V jinych
pripadech se mize stat, ze jejich prvky jsou funkce. Nechame si
to napristé; zatim jen prozradim, Ze je-L1i determinant Hessovy
matice Rladny, je v daném bodé extrém, je-Li zdporny, tak tam
extrém neni, je-1i nulovy, tak nam tato metoda selhava, extrém
tam byt mize, ale nemusi. Prijemnou skutecnosti je, Ze
priklady, kde by v podezrelém bodé byl determinant Hessovy
matice nulovy, se ve zkouSkovych pisemkach nevyskytuji.



