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Funkce dvou proménnych

Priklady:
Objem V kuzele je funkci (1) jeho poloméru r a (2) vysky v:
V=1(1/3) n rv

Cena z zbozi je funkci (1) poptdvky x a (2) nabidky y:
z=f(XJ y)

Takovéto oznaceni budeme zpravidla pouzivat.

U funkce jedné proménné jsme méli moznost ji znazornit grafem v
roviné: osa x pro proménnou, osa y pro funkéni hodnoty. U funkce
dvou proménnych by to chtélo prostorovy model: vodorovné osy x a y -
proménné, svisld osy z - funkéni hodnota. Prostorové modely délat
nebudeme, ale miZeme se odvolavat na rdzné objekty, napr. zemsky
povrch, popr. konkrétni predméty (asi pouzijeme jediny, a jim bude
dvouhrby velbloud [dvojhrba tava]l).

Uvazujme CR (bez staveb), funkci bude nadmorskd vyska
globalni maximum - vrchol Snézky

lokalni maxima - vrchol kazdé hory ¢i kopce

globdlni minimum - Labe v Hrensku (aspon doufam)

lokalni minima - dna jezer, dno krateru sopky,

MiZeme uvazovat i o funkcich vice proménnych. S jejich "grafem" by
to bylo jesté obtiznéjsi, chtélo by to predstavu ve vicerozmérném
prostoru (existuji lidé, kteri ji maji, ja mezi né nepatrim). Mezi
funkcemi jedné proménné na jedné strané a funkcemi dvou a vice
proménnych na strané druhé je (aspon) jeden dilezity rozdil. Hodnoty
jedné proménné jsou usporadany, vime, kdy xi < x; kdezto podobné
usporadani pro dvojice [x; y] ani pro dalsi n-tice [Xxi; X25 ...; Xn]
nema smysl. U funkci dvou a vice proménnych proto nemluvime o
rostoucich ¢i klesajicich funkcich.
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I u funkci 2 proménnych nas zajimaji definicni obory. Podivejme se
nejdrive na funkci

fi(x, y) = V(1 - x2 - y?).
Kvili odmocniné musi byt
1-x%-y%20,

tedy

x> + y2 < 1.

Kdybychom zde méli znaménko ,» $lo by o rovnici kruznice se
stredem v pocatku a polomérem 1. Nerovnosti

x2 +y2 <1

vyhovuji vSechny body kruhu se stredem v pocatku a polomérem 1, a to
vcetné hranic¢ni kruznice (viz obr.1).

Obratme ted pozornost k funkci
fa(x, y) = In(1 - x% - y?).

Zde musi byt

1-x%-y%2>0,

tedy

x> + y2 < 1.

Oproti predeslému prikladu zde mame ostrou nerovnost; definicnim
oborem funkce f, je tedy jednotkovy kruh se stredem v pocatku, ale
tentokrat bez hraniéni kruZnice.

Definic¢ni obory zndzornujeme graficky v roviné, hranici, ktera do
defini¢niho oboru patri, vytahujeme plné, pokud tam nepatri, tak
c¢arkovane.

Definic¢ni obory funkci f; a f> jsou na obr.1.
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\ Obr. 1

Definic¢ni obor funkce dvou proménnych je mnozinou, na niz se mlzeme
divat jako na podmnozinu roviny.

Mnozina se nazyva uzavrend, pravé kdyz do ni patri vSechny jeji
hranic¢ni body.

Mnozina se nazyva otevrend, pravé kdyz do ni nepatri zadna jeji
hrani¢ni bod.

Intuitivné jasny je pojem omezené mnoziny: Mnozina se nazyva
omezend, pravé kdyz existuje takové c¢islo k, ze vzdalenost
libovolného jejiho bodu od pocatku je mensSi nez k.

Definic¢ni obor funkce fi(x, y) = V(1 - x? - y?) je omezend uzavrena

mnozina.

Definicni obor funkce f.(x, y) In (1 - x> - y?) je omezend otevrena

mnozina.

Mnozina, ktera je zaroven omezenda a uzavrena, se nazyva Rompaktnt.
Spojitd funkce na RompakRtni mnoziné nabyvd svého maxima 1 minima
(kompaktni mnozina je obdobou uzavreného intervalu u funkci jedné
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proménné). To je moc prijemnd vlastnost, je rozdil hledat néco, o
cem vim, Ze existuje, a hledat cosi, co nemusi existovat). A my
budeme pracovat snad vyhradné (nebo skoro vyhradné) se spojitymi
funkcemi.

Definicéni obor funkce fi(x, y) = V(1 - x%2 - y?) je tedy kompaktni
mnozina.

Obratme svou pozornost jesté k funkci
f3(x, y) = 1n x + Vy.

Jeji definic¢ni obor je dan podminkami
X >0,y 20.

Je znazornén na obr.2

-
7/ \ Obr. 2
S )

Z obrazku je patrno, Ze neni ani otevrenou mnozinou (hranic¢ni body
na ose x [tedy odpovidajici podmince y = @] k ni patri), ani
uzavirenou mnozinou (hranicni body na ose y [tedy odpovidajici
podmince x = @] k ni nepatfri) a neni to ani omezend mnozina (v
prvnim kvadrantu neni vzdalenost od pocatku omezena Zadnym cislem).
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NaSe znazornovani ponékud selhava, pokud jde o jednotlivé konkrétni
body. Bod [0; @] k defini¢nimu oboru funkce f3(x, y) = 1n x + Vy
nepatrfri (1n © neni definovan)

Defini¢ni obor funkce f3 neni ani otevrenou, ani uzavrenou mnozinou.

Naskytd se otdzka, zda mize byt néjakd mnozina zaroven otevrend i
uzavirena. Odpovéd je kladna. Oddvodnim ji pristé. Ale byl bych
radéji, kdybyste k ni prisli sami. Treba vam mizZe pomoci, kdyz
najdete pravdivost tohoto tvrzeni:

V$ichni ob&ané CR starsi nez 200 let jsou imunni viéi Roronaviru.

Vite, ze vzdy je pravdivé bud urcité tvrzeni, nebo jeho negace.
Negace vySe uvedeného tvrzeni. Negaci vySe uvedeného tvrzeni je:

Existuje aspofi jeden ob&an CR starsi 200 Let, ktery neni imunni vici
koronaviru.



