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Nevlastni integral
Pocitejme urcity integral
f@u e X dx

Horni mez neni konstanta, ale "parametr" u. Najit primitivni
funkci je jednoduché:

[ ex dx = -ex,

Jak jsem uz zminil, kdyZz hleddm primitivni funkci kv01li vypoctu
urcitého integralu, nemusim se starat o pricitaci konstantu c -
jen by to zneprehlednovala.

Graf integrované funkce je na obr. 1. Funkce nikde neni rovna
0, ale nule se natolik blizi, Ze mezera mezi grafem a osou X
neni patrna.

Jo! e dx = [-e*]g¥ = -e - (-e?) = -e¥ - (-1) =1 - e

To je velikost plochy pod grafem od © do x=u
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Obr. 1

V obrazcich si neviimejte popisu "Rady x" - to vnutil Excel
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eV je klesajici funkci argumentu u, tedy ¢im je u vétsi, tim
méné od jednicky odecitame. Nechme u rilst nade vSechny meze;
U > o, To nas mize inspirovat k definici nevlastniho integralu

o e dXx = limgw Jo' e dx = limg. [-e7%]e" =
[-e*]e” = limypsw (1 - V) =1
V zapisu [].° se bézné pripousti meze dosazovat jako limitu

Plocha pod grafem klesajici exponencialy se blizi k 1, pokud
horni mez nechame se blizit k nekonecnu

Pro nevlastni integral [.® (a mlZe byt -, b mlZe byt «) staci,
kdyz funkce je definovana a spojitd na (a, b); pro krajni body
pouzijeme limity. Nevlastni integral je obecnéjsi, nez je drive
zavedeny urcity integral. Za chvili si ukazeme, Zze nevlastni
integral mlze byt uzitecny, i kdyz obé meze jsou redlna cisla
(tedy ne nekonecno; v uvedenych prikladech budou © a 1).

Ted vSak jeSté pocitejme:

[1°(1/x) dx = [1In x]** = limws1ln x - 1n @ =

Nevlastni integral je definovan jako limita, a tedy mize
nabyvat i hodnot zew.

Graf funkce 1/x je na obr. 2. Je vidét, Zze se hodnoty funkce
blizi k © mnohem pomaleji nez u klesajici exponencialy na obr.
1.

Pocitejme jesSté nevlastni integraly (meze jsou © a 1)

Jo! (1/x) dx a fol (1/vx) dx

Ani jedna z integrovanych funkci neni pro x=0 definovana
Jol(1/x) dx = [1n x]Je! = 1n 1 - limees In X = 0 - (-®) = o

Poznamka. Zajimaji nas jen x>@. Proto mlzeme psat 1ln x a nemusime tam
uvadét absolutni hodnotu.
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fol (1/Vx) dx = [ob xV/2 dx = [(1/(1/2)) x¥/2]gt

2 [x¥2]et = 2.(1-0) = 2

Str. 3/5

Zde jsme ani nemuseli pocitat limitu, primitivni funkce je v ©

definovana (a zprava spojitd).
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Na obr. 3 jsou grafy funkci 1/x (modre) a 1/Vx (oranzove)
znazornény. PocCitali jsme ted velikost plochy pod grafem na
intervalu (@; 1). Obrazek odpovida tomu, ze (jdeme-1i od 9)
plocha pod oranzovou krivkou je konecna, kdezto pod cervenou ne

Na zavér jeden nevlastni integral z racionalni funkce:

X24+3X+2

Je-1i x>0, jsou vSechny ¢leny ve jmenovateli kladné, tedy na
integrovaném oboru neni jmenovatel rovny 0, a tak ma smysl
integral pocitat.

Rozklad jmenovatele: x?+3x+2 = (x+1)(x+2); i odtud vidime, Ze
nulové body jsou -1 a -2, tedy mimo interval integrace.

Vyjadreni funkce jako souctu zlomk( (postup jsem popsal jiz
drive):

1 1 1

X2+3X+2 x+1 X+2

1 1 1

[ - dx = [ ----dx - [ ---- dx =
X24+3x+2 X+1 X+2

= 1In |x+1]| - 1n |x+2| = 1n |(x+1)/x+2)|

Rozdil logaritmd vyjadruji jako logaritmus podilu, aby se mi pak dobre
dovazovaly meze (hlavné ta horni, tedy =)

A tak

| - dx = [1In |(x+1)/x+2)|]e® = 1n 1 - 1n (1/2) = 1n 2

Cervené zapsany men3enec jsem ziskal z toho, Ze

limgsw (X+1)/x42) = 1
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Posledni uprava: 1n 1 =0
In (1/r) = - 1In r, tedy 1n (1/2) = - 1n 2

Dobry pocit: Integrovand funkce je na integracnim oboru Rladnd,
vysledek je klLadny - dlvod ke spokojenosti

Obsahy ploch

Skutecnosti, Ze integral vyjadiuje velikost plochy pod grafem funkce mizeme
vyuzit i v obecnéji formulovanych ulohach. Poc¢itejme nyni velikost plochy mezi
grafy funkci f(x) = 22 ag(x) = Vx.

Nejdrive musime najit priiseciky grafi, tedy resit rovnici f(x) = g(x), v naSem
pifpadé tedy x2 = Vx. Najdeme feSeni x1=0, 2= 1. Integrujeme rozdil, pricemz
mensi hodnoty odé¢itame od vétsich. Na intervalu (0; 1) je x2 <V x (viz obr. 4; x2
je oranzové, Vx modre)
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Obr. 4

Obsah plochy tedy bude roven integralu
Jo' (Vx - ) dx=[ol (272 - ) dx =[(2/3) /2~ (1/3) #o! =
=2/3-1/3=1/3

Meze 0 a 1 se velice pohodlné dosazuji; pro vSechna rje 17 = 1; pro vSechna
kladna r je 07 = 0.



