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Integrovani racionalnich funkci

Nejdrive opakovani z 9-2. Jde zde o podil mnohoclenl (tedy o tzv.
raciondlni funkci); v c¢itateli je linearni vyraz nebo konstanta (tedy a =
0), ve jmenovateli mnohoclen stupné 2.

Metoda vypoctu zalezi na tom, zda jmenovatel md 2, 1 nebo zadny redlny
koren.

a) Jeden realny koren - ukazu na prikladé:

X X
[ - dx = [ -------- dx =
x2 - 4x + 4 (x - 2)?
X -2+ 2 X - 2 2
= [ e dx = [ -------- dx + [ -------- dx =
(x - 2)? (x - 2)? (x - 2)?
1 2
| EEEEEEE dx + [ -------- dx = 1n |x-2| - (x - 2)7*
X - 2 (x - 2)?

Modre vyznacenad uUprava se obCas hodi: néco pricist a totéz hned odecist.
Setkame se s ni i v pripadé c), kdy jmenovatel nebude mit Zadny redlny
koren. Integrdly v poslednim radku se vypocCitaji pomoci trivialni linedrni
substituce y = x - 2 (dy = dx)

Zde konc¢i opakovani

b) Dva rdzné realné koreny

Jmenovatel mlzeme vyjadrit ve tvaru soucinu, v némz x; a X2 jsou
jeho koreny:

X2+ px +qg = (x - x1)(x - x2)
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Zlomek

(X-x1) (X-X2)

lze vzdy algebraickou upravou prevést na tvar
A/(x-x1) + B/(x-x2)

To uz integrovat umime.

Priklad:

Rozklad: x> - 1 = (x - 1)(x + 1) Musime najit A a B tak,
aby platilo:

Obé strany rovnosti vyndsobime x2 - 1, tedy (x - 1)(x + 1);
pravou stranu pak dale algebraicky upravim:

2x = A(x + 1) + B(x - 1) =
=Ax + A+ Bx - B=(A+B)x + (A - B)

Tucné vyznacené vyrazy si museji byt rovny pro kazdé x,
tedy museji byt stejné koeficienty u x i absolutni ¢leny:

A+ B =2
A - B 5]

Zpravidla v téchto ulohach ziskame velice jednoduché
soustavy linedarnich rovnic; zde je A = B = 1 (reSeni je
1 1

1 __1] je regularni).

jediné, matice [
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In |x - 1] +1n |x + 1] + C = 1In |[(x-1)(x+1)| + C
Posledni uprava neni nutna, byva ovSem velice uzitecna,
kdyz se logaritmy odcitaji a lze je prevést na logaritmus

podilu. K tomu se vratime u urcéitych integrald.

c) Zadny redlny koren

cl) V c¢itateli je konstanta

Ve vysledku bude funkce arkustangens. Konec koncl, specialnim

pripadem zde je integrace funkce 1/(1 + x2?), jejiz primitivni

funkce je primo arkustangens (plus konstanta). Postup ukazu na
prikladé:

Jmenovatel nemd zadny redlny koren. Takovy jmenovatel muZeme
vzdy vyjadrit ve tvaru (x - a)? + b%. Bézné a a b nemuseji byt
celd c¢isla, bdokonce mize mit tvar odmocniny. Volim priklad,
aby vychazel prijemné. Jmenovatel je

x> - 6x + 13 = (x - 3)2+ 4 = (x - 3)2+ 22

Takto upraveny jmenovatel pouziji a udélam substituci
X -3=u

dx = du

Pro novou proménnou jsem pouzil u, s jednim symbolem
bychom stejné nevystacili, budeme substituovat dvakrat.
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(x - 3)2+ 2 u? + 22 22 (u/2)*+ 1

Posledni uprava je cCisté algebraickd; z citatele jsem pred
integral vytknul 2, ze jmenovatele 22 = 4, aby jmenovatel
integrovaného vyrazu mél tvar "néco na druhou" + 1, a tak se co
nejvice priblizil vzorci, ktery ma ve vysledku arkustangens.
Ted dale udélam substituci (zase linearni)

u/2 = t, (1/2)du = dt
Vyraz A prepisu tak, ze koeficient pred integralem zkratim a

pak udélam substituci, po niz budou nasledovat zpétné
substituce

= arctg t + ¢ = arctg (u/2) + ¢ = arctg ((x-3)/2) + c

Zavér:

c2) V citateli je linearni funkce proménné x

Nejprijemnéjsi je, kdyz je v citateli derivace jmenovatele
(nebo jeji nasobek).
Kdybychom méli pocitat
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vyuzili bychom toho, Ze derivace jmenovatele je 2x-6 =
2(x - 3) a za jmenovatel bychom substituovali:
y = x*-6x+ 13 , dy = 2(x - 3) dx.

Pokud takové Stésti nemame, musime pocitat ve dvou
krocich.

Pocitejme tedy neurcity integral

Kdyz uz od x odecitame jen 1, a¢ by se nam hodila 3 (viz
vysSe), tak si pomlzeme odectenim a prictenim; nds integral
vyjadrime ve tvaru

Prvni sc¢itanec oznacim 4, druhy b

Z oddilu cl1) vime, ze

U dilc¢ich vypoctlh konstantu c nepiSu, ve vysledku na ni nesmim zapomenout

Vypocitam Ah,pricemz vyuziji to, ¢im jsem oddil c2 zacal.
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Pouziji tedy substituci y = x?>- 6x + 13 , dy = 2x - 6 dx.

=(1/2) [ (1/y) dy = (1/2) 1n |y| =
= (1/2) 1n (x> - 6x + 13) = 1n V(x? - 6x + 13)

U logaritmu nemusim psat absolutni hodnotu, protoze
nerozlozitelny kvadraticky trojc¢len neméni znaménko a ten
nas je ocividné kladny (staci dosadit x = ©@). Vyjadreni s
odmocninou (vyuzivajici toho, ze 1ln a" = r 1ln a) je nékdy
uzitecné, ale neni nutné (a nedobre se z néj vychazi, kdyz
se déla zkouSka, derivovat odmocninu neni prijemné)

Vypocitali jsme:

= (1/2) 1n (x? - 6x + 13) + arctg ((x-3)/2) + c

Uréity integral

Je to Uplné néco jiného nez neurcity integral:
Neuréity integral je mnozZina funkci LiSicich se o konstantu.
Urcity integral je éislo

Rozdil je vécny. K vypoctu urcitého integralu potrebujeme znat
primitivni funkci.
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Nejzdkladnéjsi vyuziti integralu je k vypocCtu plochy. Na
obrazku je graf funkce sinus na intervalu (0; m). Mame vypocitat
obsah plochy mezi sinusoidou (na tomto intervalu) a osou x.
Nenechte se mast nestejnym méritkem na obrazku, to mi vnutil
Excel (vim, ze by se dalo zménit, ale myslim, ze to nestoji za
to). Nabizi se moznost plochu si rozdélit na spoustu hodné
hubenych svislych prouzk(, vyska kazdého by byla sin x. Tu
malinkou Sifku prouzku v dobach vznikajici matematické analyzy
oznacili dx. Plocha takového prouzku u bodu x na x-ové ose je
sin x dx.

Abychom uré¢ili celou hledanou plochu, musime velikosti téchto

hubenouckych (infinitesimdlnich) ploSek secCist. Soucet se
latinsky rekne suma, zacina také S. Nabizi se oznaceni

Se™ sin x dx

Pismenko S casem trochu zménilo tvar a piSe se

feo" sin x dx

Hledana plocha je rovna uréitému integrdlu od @ do m z dané
funkce. Znazornuje ji dale uvedeny obrazek (plocha mezi osou x

a grafem funkce); pozor vSak, Ze na obrdazku méritka ve sméru
OSy X a ve sméru osy y se 1isi.

uuuuu

0,400

0,200

0,000

-0,200

Jak to vSak souvisi s primitivni funkci? Urcity integral
vypocitame tak, zZe vezmeme hodnotu primitivni funkce v horni
mezi a od ni odecteme jeji hodnotu v dolni mezi.
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Je-1i F primitivni funkce k f, pak
J&® f(x) dx = F(b) - F(a).

Zkracené to zapisujeme [F(x)]d’

Primitivnich funkci sice existuje nekonecné mnoho, dilezité je,
abychom pro vypocet vybrali jednu konkrétni. Znamena to, Zze
kdyz pocitame urcity integral, pri vypocltu primitivni funkce

nemusime pracovat s konstantou c.

Vratme se k nasi ploSe pod sinusovkou. Primitivni funkce
k sin x je -cos x

fo" sin x dx = [-cos x]e"8 = -cos m - (-cos @) =

= -(-1) - (1) = 2

Tak jsme vypocitali plochu pod sinusovkou.
A z tohoto prikladu vidime, ze nékdy je treba hodné opatrné zachazet se
znaménky.

Kdyz pocitame urcity integradl, zapocitava se plocha nad osou x
s kladnym znaménkem, kdezto plocha pod ni se znaménkem
zapornym. Na intervalu (m; 2m) je funkce sinus nekladna (kromé
krajnich bodl zaporna; mizete si ovérit vypocltem, ze

[ sin x dx = -2 [o?™ sin x dx = @

Pozor: Kdyz pocitame integral

J&® f(x) dx = F(b) - F(a) = [F(x)]d

potrebujeme, aby funkce f byla na (a, b) definovana a spojita.

Priklad
Mame vypocitat integral

[1% 1/(4 - x?) dx
Funkce 1/(4 - x?) ma definic¢ni obor R - {-2; 2}. Protoze

2 € (-1; 4) (tedy funkce neni definovana pro 2, ktera lezi v
integrac¢nim oboru), integrdl neexistuje.
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Priklad
Mame vypocitat integral

.f_ll 1/(4 - x?) dx

Zménili jsme (oproti predchozimu prikladu) horni mez; na
intervalu (-1; 1) je funkce 1/(4 - x?) definovand a spojita,
tedy integral existuje.

Abychom jej vypocitali, najdeme nejdrive primitivni funkci

I 1/(4 - x?) dx

(je jich sice nekonecné mnoho, nam vSak ted staci jedna z nich,
konstantu c tedy nemusime psat).

Integrovanou funkci rozlozime na soucet "parcidlnich zlomku",
pricemz vime, Ze 4 - x2 = (2 - x)(2 + x); tedy budeme hledat
vyjadreni:

Po vyndsobeni obou stran rovnosti vyrazem 4-x2 = (2-x)(2+x)
a dalsSich algebraickych upravach pravé strany dostaneme:

1 = A(2+x) + B(2-x) = 2A + 2B + Ax - Bx = x(A-B) + 2A+2B
Na levé strané se x nevyskytuje, koeficient u x musi byt tedy

0, tj. A-B = 0. Absolutni ¢len na levé strané je 1, musi tedy
byt 2A+2B = 1. Re3eni soustavy linearnich rovnic

A- B=20
2A + 2B =1
je
A=B=1/4
Tedy:
1 1 1
[ --ne-- = (1/4) [ [----- T ] dx =
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= (1/4)[-1n |2 - x| + In |2 + x|] = 1In |(2 + x)/(2 - x)|

Pri pocitani integralu ze zelené vyznaceného zlomku byla
pouzita substituce y = 2 - x, tedy dy = -dx, proto se pak pred
primitivni funkci objevilo znaménko minus.

Modre zapsany tvar je Sikovny pro dosazovani mezi urcitého
integralu, a tak ten ted pouzijeme.

I-ll 1/(4 - x2) dx = [In [(2 + x)/(2 - x)|1-1* =
1n (3/1) - 1n (1/3) = 1n (3) - 1n (1/3) = 1n (3) + 1n (3) =
2.1n 3 =1n32=1n9

V dpravach vyuzivam pravidla pro upravy mocnin.

Na intervalu (-1; 1) je integrovana funkce kladna. A integral nam vySel
kladny (kdyby vysel zdporny, svédc¢ilo by to o chybé ve vypoctu).

Pro dneSek to staci. Stranek je moc, té latky zas tolik neni,
byl jsem upsanéjsi (rekl bych "upovidanéjsi", nicméné piSu a
nepovidam).



