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Pokracovani o substitucni metodé

Velice jednoduse mlZeme obratit pravidlo o derivovani slozené funkce, kde vnitini
funkce je linearni.

Pocitejme

[=[[1/(2x + 3)] dx

Zlomek si mlzZete (v mysli nebo na papire) prevést na vyjadreni s vodorovnou zlomkovou ¢arou.

Vime, ze [ (1/y)dy =1In |y| +c

V nasem pfrikladu misto pouhé proménné tam mame jeji linedrni funkci; substituujme

y=2x+3

dy=2dx (derivace vnitini funkce je 2); s dvojkou (ndsobici konstantou) su
jednoduse poradime.

I=[[1/(2x +3)] dx = (1/2) J[2/(2x + 3)] dx = (1/2) [ [1/y] dy = (1/2) In |y| +c =

= (1/2) 1n |2x + 3| + c

Obdobné je tomu vzdy, kdyz mame v argumentu funkce, jejiz
integral zname, linearni funkci, tedy napr.

[ cos (4x + 1) dx = (1/4) sin (4x + 1) + C
J e/2dx =2 e¥2 +C

[ sin 2x dx = -(1/2) cos 2x + C
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Pricitaci konstantu jsem v poslednim z integrald oznacil Ci, za
chvili ukazu, proc.

Jisté znate goniometrické identity
sin 2x = 2 sin x . cos X

Ccos 2X = cos? X - sin? x

Pojdme posledni z pocitanych integrdll pocitat jinak nez prech
chvili; pouzijeme prvni z vySe uvedenych identit:

[ sin 2x dx = 2 [ sin x . cos x dx =2 [y dy = 2 y?/2 + C; =
[Pouzivdm substituci sin x =y, cosx dx = dy]

=y2 + C; = sin? x + C

Takze jsme ted vypocitali

[ sin 2x dx = sin? x + C;

Na predchozi strance jsme méli

[ sin 2x dx = -(1/2) cos 2x + Ci

Rozhodné nemlze platit sin?2 x = -(1/2) cos 2x, abychom to
ukdzali, staci dosadit x = 90; 0 # -(1/2).1

Pocitejme vSak rozdil téchto funkci (pouziji pri tom druhou z
uvedenych goniometrickych identit a znamy vztah sin? x + cos? x
=1):

sin? x - [-(1/2) cos 2x] = sin? x - [-(1/2) (cos?x - sin?x)] =

sin? x - [(1/2) (-cos? x + sin?x)] = (1/2) (sin? x + cos? x) =

1/2
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Jinak receno, funkce sin? x a -(1/2) cos 2x jsou sice rizné,
ale rozdil mezi nimi je konstantni (na prvni pohled to nevidime, ale
to je u goniometrickych vyrazl bézné).

RUznymi metodami jsme se dostali k rdznym primitivnim funkcim,
nicméné 1isicim se o konstantu. Proto je dobré u pocitani
primitivnich funkci konstantu ve vysledku nezapomenout psat.

A ted konecné slibeny priklad, kde se pouzije per partes i
substituce:

Mame vypocitat [ arctg x dx

Pripominam, Ze derivace funkci 1ln, arctg, arcsin (a také
arccotg a arccos) jsou vyjadreny algebraickym vyrazem. K jejich
integraci se vyuziva metoda per partes, pricemz prislusSnou
funkci si vyjadrime jako jeji soucin s jednickou.

[ arctg x dx = [ 1l.arctg x dx = x.arctg x - [ x.1/(1 + x?) dx

g'=1 f=arctg x
g=x f'=1/(1 + x?)

Ted se vyplati udélat pomocny vypocet a vypocitat cervené
naznaceny integral

= (1/2) 1n |y| = (1/2) 1n (1 + x?)

Pouzitd substituce: y = 1 + x?, dy = 2x dx

Poznamky: (a) Ve vyjadreni 1n (1 + x?) nepouzivam absolutni
hodnotu, bylo by to zbytecné, protoze vzdy plati, Ze 1 + x? >
0.

(b) V pomocném vypoctu nepovazuji za nutné psat pricitaci
konstantu c.
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Vratme se k plvodnimu integrdlu:

[ arctg x dx = x.arctg x - J x.1/(1 + x?) dx =
= X.arctg x - (1/2) In (1 + x?) + C

Zde uz na aditivni konstantu C nesmim zapomenout.

Doporucuji udélat si zkouSku zderivovanim.

Obecné pravidlo, jak pocitat integraly, neni. Byva dobré védeét, jak jit na nékteré typy
uloh, jak je prevést na tilohy znamé. Nékolik malo takovych navoda ted uvedu

fsinzxdx, fcoszx dx

PouZijeme identity (Cili "vzorecky")
sin?x = (1 - cos 2x)/2 cos?x = (1 + cos 2x)/2

Tim se zbavime druhé mocniny

[ tg x dx

PouZijeme vyjadreni tgx = sin x/cos x; v Citateli je (aZ na znaménko) derivace
jmenovatele, pouZijeme tedy substituci cos x =y, a tedy -sin x dx = dy

Jde o podil mnohoclend (tedy o tzv. raciondlni funkci); v
Citateli je linearni vyraz nebo konstanta (tedy a = 90), ve
jmenovateli mnohoclen stupné 2.

Metoda vypoctu zalezi na tom, zda jmenovatel ma 2, 1 nebo zZadny
realny koren.
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a) Jeden realny koren - ukdazu na prikladé:

X X
[ - dx = [ -------- dx =
X2 - 4x + 4 (x - 2)2
X -2+ 2 X - 2 2
= [ e dx = [ -------- dx + [ -------- dx =
(x - 2)? (x - 2)? (x - 2)?
1 2
| TR dx + [ -------- dx = 1n [x-2] - (x - 2)1
X - 2 (x - 2)?

Modre vyznacena uprava se obcas hodi: néco pricist a totéz
hned odecist. Setkame se s ni i v pripadé c), kdy jmenovatel
nebude mit zadny redlny koren. Integradaly v poslednim radku se
vypocCitaji pomoci trividlni linedrni substituce y = x - 2 (dy =
dx)

Pripady, kdy jmenovatel md dva rlzné realné koreny a kdy nemd
zadny redlny koren, necham na pristi tyden (cv. 10).



