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Zaciname s integraly

Vénovali jsme se derivacim. Slo o to k dané funkci F(x) (ted se mi hodi pouzit velké F)
najit jeji derivaci F'(x):

PlOvodni (primitivni) funkce F(x) => Jeji derivace F'(x) = f(x)

Nabizi se otazka, zda to jde i obracené: K dané funkci f(x) najit takovou funkci F(x),
aby platilo F'(x) = f(x).

Odpovéd je: nékdy ano, nékdy ne.

Ale jasné je, Zze pokud to jde, tak uloha neni jednoznacna; vime, ze kdyz se dvé funkce
lisSi o konstantu, maji stejnou derivaci. Derivovat znamena doslova néco jako
odvozovat, kdyz funkce f je derivaci, funkci F takovou, Ze F' = f, nazveme funkci k ni
primitivni. Zkratka, berme ten termin tak, jak je zaveden.

Opacny postup k derivovani nazyvame integrovdnim, piSeme
F(x) = [ f(x) dx
Jak tento symbol vznikl, bych rad zminil pFisti tyden.

Urcitym, na Stésti dost neSkodnym problémem je, Ze [ f(x) dx neoznacuje jednu
funkci, ale nekone¢né mnoho funkci, které se lisi o konstantu.

Vime, Ze (sin x)' = cos x

Pak [ cos x dx = sin x + ¢, kde c je libovolna redlna konstanta (samoziejmé, Zze to mlze
byti0).

Funkce sin x, sin x + 2, sin x - 1, atd. —to jsou r@izné primitivni funkce k funkci cos x.

Neurcitym integrdlem z dané funkce rozumime mnozinu vSech primitivni funkci k ni.
Terminy primitivni funkce a neurcity integral se nékdy zaménuji, coz ovSem k Zzadnym
neprijemnym nedorozumeénim nevede. Pfi pocitani neurcitych integral( (primitivnich
funkci) nezapominejte ve vysledku ono "+ ¢" uvadét (c je tzv, aditivni [pricitaci]
konstanta).

Hledani primitivnich funkci, jinymi slovy neurcitych integralt, nemusi byt
jednoduchou zalezitosti (u zkousek se viak davavaji celkem hodné jednoduché
priklady). Derivace v bodé je definovana jako limita, diky tomu jsme odvodili vzorce
pro derivovani, takze umime celkem bez premysleni vypocitat derivaci z libovolné
elementarni funkce (tj. funkce zadané obvyklym predpisem). Pojeti derivace jako
limity se pro integrovani obratit neda, pfi vypoctu primitivnich funkci jsme odkazani
na urcité "obraceni" vzorcl pro derivovani.
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Prijemné na integrovani je, ze lze udélat zkousu derivovanim.

KvUli omezenym moznostem Wordu i svych budu nékdy ;misto e¥ psat exp y.
Snadno vypocitdme derivaci (exp x?)' = exp x2.2x = 2x exp x°. Tedy
J2xexp x’ =exp x2 +C

Jak na to pfijit, aniz bychom primitivni funkci pfedem znali, si ukazeme. Zakladni
myslenka je, Ze to, co je Cervené, je derivaci toho, co je zelené. Mohu vam ted napsat
zdanlivé jednodussi priklad:

| exp x?

Zde by 74dné obraceni pravidel pro derivovani nepomohlo. Primitivni funkci k exp x?
nelze pomoci elementarnich funkci vyjadrit. To je dobré védét, uz pro pfipad, Ze by
vas napadlo si pfiklady na integrovani vymyslet. Pokud jde o zkousku, neméjte obavy,
tam takové zaludnosti nejsou.

Zakladni vzorce v kap. 5.1 je nutno se naucit zpaméti (jsou to v podstaté obracené
vzorce pro derivace). Vzorec 2 je specialni pfipadem vzorce 3. Ve vzorci 3 se vylucuje
pripad a =-1; ten je obsahem vzorce 4.

Podobné jako tomu bylo i derivace, je i integrace linearni operaci: Integral souctu
funkci je souétem jejich integrall, obdobné je tomu pro ndsobek funkce cislem.

Od pravidla o derivaci soucinu je odvozena metoda integrace per partes. V ucebnici je
ji vénovano pomérné hodné, a tak se k ni vratim pozdéji u prikladu, v némz pouziji jak
ji, tak asi daleko silnéjsi, Sirsi pouziti majici substitu¢ni metodu, odvozenou od

pravidla pro derivovani slozené funkce.

Podstatu substitu¢ni metody jsem uz naznacil v souvislosti s primitivni funkci k funkci
2x.exp x?

UkaZme si jesté dalsi pfiklady. Nejdfive hledejme primitivni funkci k funkci x.v(1 + x?),
jinak feceno, pocitejme neurcity integral (symbol I zde nema zadny hlubsi smysl, je
jen proto, abych se mohl na vyraz odvolavat)

[= [ xV(1+x?)dx

PFi substitu¢ni metodé se snazime v integrovaném vyrazu najit "podvyraz", jehoz
derivace se tam také vyskytuje. Ze zkusenosti vime, Ze s odmocninami byvaji potize. V
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nasem pfipadé mame odmocninu z (1 + x2). Vime, Ze (1 + x?)' = 2x. V na$em
integrovaném vyrazu sice nemame 2x, ale je tam x. Vyraz pro I mGzeme prepsat:

[=(1/2) [ 2x.v(1 + x?) dx,

Tohle je velice Casty obrat: integrovany vyraz néjakym cislem vyndsobime, aby se
integral dobre pocital, a vysledek jim vydélime

Formalné postupujeme takto:
Za Cervené napsany podvyraz substituujeme:
1+x* =y

Substituovany podvyraz zderivujeme a pfipiSeme k nému dx; tento vyraz polozime
rovnym dy: V integrovaném vyrazu nahradime ¢ast s proménnou x odpovidajicimi s
proménnouy:

2x dx = dy

I1=(1/2) [ 2xv(1 +x?) dx= (1/2) [V(1+x?) 2xdx = (1/2) [Vydy =

=(1/2) Jy'2 dy=(1/2).y*?/(3/2) + ¢ =(1/3) y*/?+c=

= (1/3)(1 + x%)*2 + ¢

Pfredpokladam, Ze jste se naucili integrovat mocninu (o 1 zvySim exponent a novym
exponentem délim, samoziejmé, plvodni exponent nesmi byt -1), Ze nezapominate
na integracni konstantu c.

Pfi pouziti substituc¢ni metody je nutna zpétna substituce, vysledek musi byt
vyjadien v ptivodni proménné (pro nas x).

Mdm dojem, Ze uz ted'je to porddnd porce ke Cteni. A tak nékteré dalsi priklady na
substituci necham do "cviceni 9-2". A tak i na priklad, v némZ pouZijeme jak per
partes, tak substituci, si musite pockat "do pristée".

Jne



