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Pribéh funkci

Vratme se jesté k funkci f(x) = x® - 3x
Je to licha funkce; ze cv.8-1 jsme vime, Ze
D(f) = R, H(f) = R;

limx—>-eo 'F(X) = - limx_»o 'F(X) = o0

Jeji prubéh jsme sledovali pomoci tabulky a grafu. Dnes si
ukazeme, jak lze ke studiu jejiho pribéhu vyuzit derivaci.

f'(x) =3x> -3 =3(x2-1)=3(x+1)(x -1)

Zajima nds, kde je derivace kladna (v okoli takového bodu je
funkce rostouci), kdy zaporna (v okoli takového bodu je funkce
klesajici) a kdy nulova (jediné v takovém bodé mize byt lokdlni
extrém - pripominam, Ze nase funkce ma vSude derivaci; z
extrému by mohl byt podezrely i takovy bod, ve kterém derivace
neexistuje, s takovymi funkcemi se nejspis nesetkate).

f'(x) = @ pro x = -1 nebo x = 1. Jinde funkce nemlze ménit
znaménko. Zalezi na vas, jakou metodu pro resSeni kvadratickeé
nerovnosti zvolite. V nasem pripadé je mezi koreny derivace
zapornd (priznak klesajici funkce), vné korenll je kladna
(priznak rostouci funkce).

Tedy f(x) = x3 - 3x je

je rostouci na intervalu (-«, -1)
je klesajici na intervalu (-1, 1)
je rostouci na intervalu (1, «)

V bodé -1 md funkce lokalni maximum, f(-1) = 2 (prechazi tam z
rostouci do klesajici)
V bodé 1 ma funkce lokalni minimum, f(1) = -2 (prechazi tam z
klesajici do rostouci)
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Globalni maximum ani globdalni minimum funkce f nemda, nabyva
vSech hodnot z R; nékterych dokonce opakované, tedy neni
prosta.

K vySetreni konvexnosti a konkavnosti slouzi druha derivace:

" (x)

(3x2 - 3)' = 6X

f"(x) < @ na intervalu (-«; 0)
f"(x) > @ na intervalu (0; o)

Tedy na intervalu (-«; 0) je funkce f konkavni (nula do tohoto
intervalu patri), na intervalu (9; «) je konvexni (nula do
tohoto intervalu patri)

Kdyz urcujeme, kde je funkce rostouci, klesajici, konkavni, konvexni,
krajni body do prislusnych intervall patri, pokud je v nich funkce
definovana. Napr. ln x je rostouci a konkdvni na (@ «), zatimco vx je
rostouci a konkdvni na (0 «)

V lokdlnim minimu je funkce konvexni (tedy f">@; nazorné: z lok. minima
malou zménou argumentu se dostaneme k vétSim hodnotam).

V lokalnim maximu je funkce konkavni (tedy f"<@; nazorné: z lok. maxima
malou zménou argumentu se dostaneme k mensim hodnotam).

Pro nasi funkci f plati: f"(@) = @ a funkce tam prechazi z
konkdvni do konvexni - tedy v bodé @ ma inflexni bod (to je
bod, v némz funkce prechazi z konvexni na konkavni nebo
naopak). Misto inflexni bod rikame zkracené inflexe.

Funkce g(x) = x> je na celé mnoziné R rostouci, prestoze jeji
derivace v @ je rovna 0; neméni tam vSak znaménko, vlevo i
vpravo od nuly je kladna.

Funkce h(x) = x* je na celé mnoziné R konvexni, prestoze jeji
druhd derivace v @ je rovna 0; neméni tam v3ak znaménko, vlevo
i vpravo od nuly je kladna.
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Studujme jesté pribéh funkce f(x) = arctg(-1/x).
V cv. 6.2 jsme ukazali

lime:o arctg (-1/x) = arctg 0 = ©
limee- arctg(-1/x)

limys arctg y n/2

limyse: arctg(-1/x)

limy,... arctg y -1t/ 2

V cv. 7.1 jsme pro f(x) = arctg(-1/x) vypocitali, ze f'(x) =
1/(1 + x2) = (arctg x)'

Ndsledujici obrdazek ukazuje grafy funkci f (hnédocervené) a
arctg (modre).

Pro x < @ je f(x)
pro x > @ je f(x)

arctg x + /2,
arctg x - n/2.

f(x) a arctg(x) maji derivaci vyjadrenou stejnym vzorcem.
Jejich rozdil je konstantni, ale vzdy jen na intervalech,
nikoli na celém déravém definiénim oboru funkce f
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A jeSté jedna poznamka:

V tomto prikladé je D(f) = R - {@}. Vyraz pro derivaci 1/(1+x2?) je
smysluplny i pro x = @. Nenechme se tim plést, f pro @ neni definovana, a
tak nulu nema smysl dosazovat ani do vyrazu pro f'.

Podobné
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Funkce 1ln x je definovana jen pro x > @ . Vyraz 1/x ma smysl pro kazdé
nenulové x. Zaporna x ovSem do derivace funkce 1ln nemd smysl dosazovat.

Extrémy funkce na uzavreném intervalu

Plati: Spojitd funkce na uzavreném intervalu nabyvd svého
maxima i minima.
Bavme se jen o funkcich, které maji vSude derivaci.

Vezméme si ndm uz znamou funkci x3 - 3x; mame najit jeji
extrémy na intervalu (0; 4).

Extrémy mohou byt

a) mezi body, kde je derivace rovnd @ (ale zajimaji nds je ty,
které lezi uvnitr daného intervalu)

b) v krajnich bodech intervalu.

Na zacatku jsme vypocitali, Ze naSe funkce ma derivaci rovnou ©
v bodech -1 a 1, pricemz ovSem -1 nelezi ve zkoumaném
intervalu; takzZe vypocet derivace nam da jediny "podezrely"
bod, a to 1.

Extrémy budeme tedy hledat mezi hodnotami v bodech 1 (vnitrni
bod s nulovou derivaci), © a 4 (krajni body sledovaného
intervalu).

f(1) = 13 - 3.1 = -2 (to uz ostatné vime z cv. 8-1) MINIMUM
f(0) =0 - 3.0 =0
f(4) = 43 - 3.4 =52 MAXIMUM

Maximum funkce x3 - 3x na intervalu (@; 4)md tedy hodnotu 52 a
funkce ho nabyva v bodé 4,
minimum funkce x3® - 3x na intervalu (0; 4)ma tedy hodnotu -2 a
funkce ho nabyva v bodé 1.



