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Ukazeme si uziti derivace k vypoctu limit a ke zkoumani
pribéhu funkce. V tomto textu se budeme vénovat predevsim
prvnimu; k vySetrovani pribéhu funkce si udélame jen
jakysi uvod.

L'Hospitalovo pravidlo

a) slouzi k vypoctu limit typu "0/0", "to / to"

b) pozor, nejde v ném o derivaci podilu, nybrz o podil
derivaci

c) mize se stat, Ze podil derivaci nemd limitu a podil plvodnich funkci
ano. V tom pripadé se musi limita pocitat jinak. S takovym pripadem, kdy by
se stalo, Ze podil plvodnich funkci by mél limitu a podil derivaci nikoli,
se asi nesetkate. Na pozadani mohu priklad takové limity poslat.

d) Mize se pouzivat opakované

e) Lze je pouzit i k vypoctu jednostrannych limit

Pokud nékomu nevyhovuje Sikmé lomitko, prepiste si priklady s pouzitim
vodorovného lomitka

Priklad 1
Typ lle/ell
limee [sin 2x / (X - 1)] = limwe (2.cos 2x / eX) =

=2.c0s 0 / e®=2.1/1 =1

Modré zvyraznéné rovnitko naznacuje, ze jsme pouzili L'Hospitalovo pravdlo.
Ostatni rovnosti odpovidaji dosazovani hodnot a algebraickym dpravam.

Priklad 2

Typ "0/0"; dvoji pouziti L'Hospitalova pravidla
(pripominam: cos @ = 1)
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limwe (1 - cos X) / x?2 = limwe sin x / 2x = 1lim xe CcOS Xx/2
= 1/2

L'Hospitalovo pravidlo je uzitecné i na dalsSi neurcité
vyrazy; v prikladu 3 je pouzijeme na soucin typu "0.«", v
prikladech 4 a 5 na rozdil "o - "

Priklad 3 ("0.x")

Pocitejme limwe: X.ln X. Prvni c¢initel se blizi k nule,
druhy k minus nekonecnu. Pocitame limitu zprava, protoze
pro zaporna x neni logaritmus definovan. Vyraz x.ln x
prepiSeme ve tvaru podilu. To lze udélat dvéma zplsoby:
x.1ln x = x/(1/1n x) = 1n x / (1/x). Aplikaci L'Hospitalova
Poslednim vyjadrenim ano. Abych se vyhnul slozenym zlomk{m
se Sikmym lomitkem, budu hlavni lomitko psat vodorovné.

Pripominam: (1ln x)' = 1/x, (1/x)' = -1/x?
1n x 1/x

limser X.1n X = limyses ------ = limwes+ ----- = limwesr (-X) = O
1/x -1/x%?

Priklad 4 ("o - ")
limew (X3 - €%)

Vytkneme mensence nebo mensitele, rozhodl jsem se pro
mensence

limeow (X2 - €) = limew X3.(1 - e / X3)
Prvni ¢initel ma limitu nekonecno. Kdyby druhy c¢initel mél
limitu @, moc bychom si nepomohli. Musime doufat, Ze jeho

limita je jina. Je treba vypocitat limitu

lime- €% / X3
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To by pro vas uz nemél byt problém. Po trojim pouziti
L'Hositalova pravidla dostaneme

limeew € / X3 =1lime.w €/ 6 = «

Tedy

lime-o (X3 - €%) = 1lime-w X3.(1 - e / X3) = o (1 - ) =
w,(-w) = -

Poznamka. Pro odhad vysledku je dobré si osvojit predstavu, zZe nekonecno
od exponencidly je nejvyraznéjsi, nekonec¢no od mnohoclenu, popf. funkce x

je slabsi a nekonecno od logaritmu je uplné slaboucké. Tato uvaha vsak
nesmi nahradit vypocet.

Priklad 5 ("o - «")

MenSenec i mensitel maji limitu «. Prevedenim na
spolec¢ného jmenovatele ulohu prevedeme na typ "0/0" a
dvojim pouzitim L'Hospitalova pravidla zjistime, Zze limita
je ©o.

Pribéh funkci

Zpravidla jako cil sledujeme udélat si graf, ktery chovani
funkce vyjadruje.

Vénujme se funkci f(x) = x® - 3x
D(f) = R

1imx—)-eo -F(X) = - limx—m, 'F(X) = o
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ProtoZze je to spojita funkce, musi byt H (f) = R

Je to licha funkce.

Lichd je takova funkce, pro niz plati, ze zménime-1li znaménko proménné Xx,
zméni se znaménko funkénich hodnot, tj. f(-x) = -f(x). Liché jsou napr.
funkce x, x3, x> , ... (licha mocnina je lichou funkci), a také sinus,
tangens, arkustangens, a samozrejmé mnohé dalsi. Pokud lezi nula v
definicnim oboru liché funkce f, je (@) = 0. Graf liché funkce je stredové
soumérny kolem pocatku.

Analogicky sudd je takova funkce, pro niz plati, Ze zménime-1li znaménko
proménné x, funkéni hodnota se nezméni, tj. f(-x) = f(x). Sudé jsou napr.
funkce x?, x* , ... (sudad mocnina je sudou), a také kosinus a samozrejmé
mnohé dalsi. Graf sudé funkce je osové soumérny kolem osy y.

Samozrejmé nemidzeme nacrtnout graf dané funkce f pro cely jeji
neomezeny definicni obor. Pro predstavu o grafu ted nepouzijeme
zatim derivaci, ale tabulku znazornujici vybrané hodnoty
(zaokrouhlené na dvé desetinna mista) z vhodné zvoleného
intervalu:

X f(x)=x3-3x

-4 -52,00
-3,5 -32,38

-3 -18,00
-2,5 -8,13
-2,2 -4,05
-2,1 -2,96

) -2,00
-1,9 -1,16
-1,8 -0,43
-1,7 9,19
-1,6 0,70
-1,5 1,13
-1,4 1,46
-1,3 1,70
-1,2 1,87
-1,1 1,97

-1 2,00
-9,9 1,97
-0,8 1,89
-0,7 1,76
-0,6 1,58
-0,5 1,38
-0,4 1,14
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-0,3 0,87
-9,2 9,59
-0,1 0,30

0 9,00
0,1 -0,30
0,2 -0,59
0,3 -0,87
0,4 -1,14
0,5 -1,38
9,6 -1,58
0,7 -1,76
0,8 -1,89
9,9 -1,97

1 -2,00
1,1 -1,97
1,2 -1,87
1,3 -1,70
1,4 -1,46
1,5 -1,13
1,6 -0,70
1,7 -0,19
1,8 0,43
1,9 1,16

2 2,00
2,1 2,96
2,2 4,05
2,5 8,13

3 18,00
3,5 32,38

4 52,00
4,5 77,63

5 110,00

I zde pro nacrt grafu je rozsah funkénich hodnot prilis velky,
a proto pouzijeme hodnoty z intervalu (-2,2; 2,2)
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1
/ 0-00 / Radal

Z grafu (a divejte se i do tabulky - slovo "fada" na obréazku je
zavadéjici) vycteme:

Funkce je rostouci na intervalu (-«, -1)

V bodé -1 md funkce lokalni maximum, f(-1) = 2

Funkce je klesajici na intervalu (-1, 1)

V bodé 1 ma funkce lokdalni minimum, f(1) = -2

Funkce je rostouci na intervalu (1, «)

Funkce nema globalni maximum ani globalni minimum, nabyva vsSech
hodnot z R; nékterych dokonce opakované, tedy neni prosta.

V lokalnim maximu prechazi funkce z rostouci do klesajici.
V lokalnim minimu prechazi funkce z klesajici do rostouci.

Pripominam:

Funkce je na mnoziné M rostouct, pravé kdyz pro kazdou dvojici
prvkd xi, X2 € M takovou, Ze x1 < X2 , plati f(xi) < f(x2).
Funkce je na mnoziné M Rlesajici, pravé kdyz pro kazdou dvojici
prvkl xi, x2 € M takovou, Ze x1 < X2 , plati f(x1) > f(x2).

Prosim Vas, vSimnéte si, naSe funkce f je rostouci na intervalu
(-», -1) i na intervalu (1, «), avsak neni rostoucti na jejich
sjednoceni (-, -1)U (1, «);plati
-1,3 € (-°°J '1)U (1) °°)
1,3 € ('°°) '1)U (1) °°)
-1,3 < 1,3
f(-1,3) = 1,7 > f(1,3) = -1,7
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A na zavér jedno pozorovani z grafu. Pokud bychom chtéli
zakreslit v néjakém bodé tecnu ke grafu (primku, kterd se grafu
dotyka), bude pro zaporna x lezet graf pod touto tecnou, pro
kladnad nad toto tec¢nou. Rikame, Ze funkce f je na intervalu
(-»; @) kRonkdvnti (rusky: vognutaja vniz), kdezto na intervalu
(9; +» ) konvexnti (rusky: vognutaja vverch).

Prvni derivace slouzi k hledani intervall, na nichz je funkce
rostouci ¢i klesajici, a tedy i lokdlnich maxim a minim.

Konkavnost ¢i konvexnost funkce urcime podle jeji druhé
derivace, tedy pomoci derivace (gramaticky predmét) derivace
(gramaticky neshodny privlastek).



