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Ted jeden priklad "z jiného soudku"; mame vypocitat
lim (V(n? + 6n) - V(n? - 1)) = L

MenSenec i menSitel se blizi k nekonecnu, jde o limitu typu "oo- " Tento
rozdil neni definovan, limitu musime pocitat. Pri pocitani limit byva
vyhodnéjsi pracovat s podilem nez s rozdilem. My si tento vyraz
(predstavujeme se jej jako zlomek s jmenovatelem rovnym 1) rozSirime
souctem onéch odmocnin a vyuzijeme "vzoreck(" (A+B)(A-B) = A? - B2, (VX)? =
X
Tedy

(V(n* + 6n) - J(n?> - 1)) (V(n* + 6n) + V(n? - 1))

(V(n? + 6n) + v(n?> - 1))

To se v matematické analyze stava: cestou k cili nékdy je pouzit slozitéjsi
vyjadreni daného vyrazu. Zde jsme v citateli méli neurcéity vyraz « - «, po
rozsireni se

a) v Citateli zbavime neprijemnych odmocnin

b) ve jmenovateli dostaneme soucet odmocnin, pritom pro pocitani v R*plati
o + o = o, tedy souCet odmocnin neni neurcity vyraz.

S podobnou upravou rozdilu odmocnin se jeSté setkame

((n? + 6n) - (n?> - 1)) 6n - 1 6n - 1
(nv(1 + 6/n) + ny(1 - 1/n?)) n+n 2n

Posledni zlomek je podil dvou mnohoclenl, jehoz limité jsme se uz vénovali.
Cervené vyznacené vyrazy se blizi k @ (tj. maji za limitu @).

Limita funkce

Vratme se k posloupnosti a, = 0,5" = (1/2)". Vime, ze lim a, = 0. U
posloupnosti proménna n probihd prirozenymi c¢isly (a zajimaji nas ta "hodné
velika"). V 1. cviceni jsme se chvili zabyvali funkci f(x) = (1/2)*. Ta se
od zminéné posloupnosti 1iSi tim, Ze proménna x probiha redalnymi cisly. Pro
prirozena x se chova stejné. MiZeme se ptat, k jaké hodnoté se funkce
blizi, kdyz x roste nade vSechny meze. Zde to zas bude nula, vzpomente si
na 1. cviceni. PiSeme

limew £(x) = limes (1/2)* = 0@
Onen popis x»w se piSe spravné pod symbol "lim". Ja to ve Wordu neumim. U

realnych funkci se setkame i s jinymi limitami nez v "(plus) nekonecnu, a
tak je ona informace, k c¢emu se x blizi, nutna.

Pozor:
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lim (-1/2)" = @, ale lim ,.. (-1/2)* neexistuje (pro x, ktera nejsou

celociselnd, neni mocnina se zapornym zakladem definovana).

Limity v "minus nekonecnu" by nemély byt problémem.

Priklad:

Stupen citatele je vétSi nez stupen jmenovatele. Limita tedy mlze byt «
nebo -«. Pokud je x zaporné a v absolutni hodnoté velké, v citateli prevazi
¢len x®, tedy suda mocnina, takze bude kladny, ve jmenovateli je
nejvyraznéjsi clen x3, ktery "v okoli minus nekonecna" je zaporny, nicméné
je pred nim znaménko "minus", takze pro ta v absolutni hodnoté velka
zdporna x je citatel i jmenovatel kladny, a tak

Pokud je stupen citatele men3i nebo roven stupni jmenovatele, je limita
podilu mnohoclend stejnd v « i v - (popremyslejte si o tom).

Podivejme se nyni na funkci G(x) 1/x?. Jeji definiéni obor je R - {@}.
Cim vice se s proménnou x k nule pribliZime, tim je hodnota funkce G(x)
vétsi, pri dostateéné malém |x| mGzeme docilit libovolné& velké hodnoty
funkce G(x). ZapiSeme to takto:

limee G(x) = limye (1/x%) = o

Jak to bude s funkci H(x) = 1/x?

Tam je to slozitéjsi. Kdyz kladné x zmenSujeme k nule, hodnoty porostou
nade vSechny meze. Jenze kdyz x bude zaporné, hodnoty funkce H budou
zaporné a pri priblizovani k nule budou "klesat pode vSechny meze".
Zapiseme to pomoci symboll x-0+ (zajimaji nds jen ta x, ktera jsou vétsi
nez 0), x»0- (zajimaji nas jen ta x, ktera jsou mensSi nez 0):

limeer H(Xx) = limees 1/Xx = o (miZeme psdt také +«)

I
1
8

limxee- H(X) 1imx->e- 1/X
limewe H(x) = limwe 1/x neexistuje.

Limita funkce v bodé c existuje, pravé kdyz v bodé c existuje jak limita zleva, tak limita zprava, a tyto
jednostranné limity si jsou rovny.

Limita spojité funkce f(x) v bodé c je rovna jeji funkéni hodnoté f(c). To je trividlni tvrzeni. Plati tedy
napf. limys, X2 = 22 = 4. Pro po¢itani tloh na limity odtud dostaneme navod: "Kdy? jde hodnotu
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dosadit, dosadime ji. Az kdyzZ to nejde, pouzivame néjaky vypocetni postup". Plati to oviem, jen
pokud se pohybujeme mezi spojitymi funkcemi, coz béziné délame.

A jesté jedna dlleZitda poznamka:
Kdyz nas zajima limita limys. f(x), starame se o hodnoty funkce f(x) pro x, ktera jsou k ¢ blizko, avsak
nikoli o bod ¢, tedy stale mame na mysli x # ¢

Priklad:

Mame funkci f(x) = -------- . Plati D(f) =R - {1}

Citatel mdZeme rozlozit na souc¢in a pro x # 1 miZeme kratit.
f(x) = (x -1)(x+1)/(x -1) =x+1=g(x)

Funkci g jsme si zde nadefinovali; plati D(g) = R.Funkce f a g si jsou
rovny vsude, kde jsou obé definovany, gje definovana vsSude, f vSude kromé
1. ProtoZze u limity v bodé ¢ se o hodnotu v bodé ¢ nezajimame, mlzZeme psat

limea f(x) = limwig(x) =g(l) =1+ 1 =2

Vyuzivame toho, ze zatimco f neni v bodé 1 definovana, g tam definovana je
a je tam spojita.

Vypocitali jsme tedy
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Pokud bychom do vyrazu -------- dosadili, dostali bychom neurcity vyraz

typu "0/0". Limity v takovychto pripadech musime vhodnym zplsobem pocitat.
U podilu mnohoc¢lend byva tim vhodnym zplsobem kraceni.

Stava se, ze mame vypocitat limity v krajnich bodech definiéniho oboru. V
téchto pripadech pocitame ve vnitrnich bodech limity zprava i zleva

Priklad:
Vypocitat limity v krajnich bodech definicniho oboru pro funkci

X> + 4x + 4

Plati D(gp) = R - {-2; 2} = (-o; -2) U (-2; 2) U (2; «)

Podle toho, co jsme si na zacatku zminili o limitach v nevlastnich bodech,
je limes @(x) =1

Bod x = -2: Zde jde o typ "0/0". Vyuzijeme moznost kratit

x> - 4 (x + 2)(x - 2) (x - 2)
a tedy limeoo @o(x) = (-2 + 2)/(-2 - 2) =0/4 =0

Bod x = 2:
Mizeme pouzit tvar po zkraceni (je zapsan modre), lépe se s nim pocita.
Citatel je roven 4, jmenovatel je roven nule.

Po¢itejme limw.,. @(x). Citatel je kladny, x ve jmenovateli se bliZzi zprava
k 2, jmenovatel (rozdil) se zmensuje k @, ale zlstdvad kladny, a tedy podil
je kladny. Tedy
limeose @(X)= 4o

Po¢itejme limwo- @(x). Citatel je kladny, x ve jmenovateli se blizi zleva k
2, jmenovatel (rozdil) se zmensSuje k @, a je stale zdporny (x < 2), a tedy
podil je zdaporny. Tedy

limesoe @(x)= -o0

Limity funkce @ v krajnich bodech definic¢niho oboru tedy jsou:
limess @(x) = 1
lime, o(x) = ©
limea: @(x)= +eo
limez- @(x)= -eo
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A je3té jeden priklad na limity funkce v krajnich bodech definicniho oboru:
Vénujme se funkci f(x) = arctg (-1/x)
D(f) =R - {0} = (-», 0) U (0, )

Jde o slozenou funkci; vnitrni funkce je -1/x (neni definovand pro x = 0),
vnéjsi je akustangens (definovan vsude).

Limity vnitrfni funkce:

limeos (-1/x) = © limee- (-1/x) = +oo limees (-1/x) = -oo

Pomoci nich vypocitame limity dané funkce:

limeso arctg (-1/x) = arctg @ = @

Zde vyuzivame toho, Ze arctg je v @ definovana a spojita, mlzeme dosadit.
ProtoZze t« neni v definiénim oboru funkce arctg (D(arctg) = R), pouzijeme

pomocnou proménnou y:

limyse- arctg(-1/x) limy... arctg y /2

limyer arctg(-1/x) = limy.. arctg y = -m/2

K této funkci se jesté (aspon doufam) vratime.



