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Limita posloupnosti
(ucebnice, oddil 3.1)

Posloupnost je zobrazeni mnoziny vSech prirozenych cisel (at uz Ny nebo IV - tedy at’ uz nulu
mezi prirozenad ¢isla poc¢itame nebo ne) do mnoZiny redlnych ¢isel. Cislo, které prirazujeme cislu
n oznaCujeme pomoci indexu, napt. a,, ¢n, Xn. & . Posloupnost ¢asto vyjadifujeme pomoci
pocatecnich ¢lend, napt. pro a, = 1/27 piSeme

(1,1/2,1/4,1/8,..)

pro b, =1/n pak

(1,1/2,1/3,1/4,..)

S tim, Ze v prvnim piipadé zaciname od ao, v druhém od b1, si nelameme hlavu. Jde nym
piredevsim o uspoiadané hodnoty ¢lenii posloupnosti.

Podivejme se nyni na chovani posloupnosti g” pro riizné hodnoty q (zde je Sikovné brat n od
nuly, aby pro zaporna g byl prvni ¢len kladny - tak je to "hezci"):

q=2:

1, 2, 4, 8, 16, 32, 64,...

q=1:

1, 1,1, 1,1, 1,.. (posloupnostsamych jednicek)
q=0,5:

1, 0,5, 0,25, 0,125, 0,0625, 0,03125, 0,015625, ..
q=0:

0, 0,0, 0,0, 0, .. (posloupnost samych nul)
q=0,5:

1, -0,5, 0,25, -0,125, 0,0625, -0,03125, 0,015625...
q=-1:

1,-1,1,-1, 1, -1, 1 .. (stridajisela-1)

q=-2:

1, -2, 4, -8, 16, -32, 64, ..

Hodnoty posloupnosti s hodnotami g = + 0,5 se blizi k nule, pti 0,5 se stale zmensuji; pro
libovolné malé kladné ¢islo € pri dostatecné velkém n se miizeme k nule priblizit o méné nez
toto €. Pri 0,5 se k nule bliZime shora, ¢leny posloupnosti jsou stale mensi a mensi (je to klesajici
posloupnost, pti -0,5 ¢leny "osciluji" kolem nuly, avSak jejich amplituda je stale mensi, k nule se
neomezené blizi.

Rikame, Ze tyto posloupnosti maji limitu 0. Tuto skute¢nost zapisujeme takto:
lim 0,5" = 1lim 0,5" = @

Piiq =0 apftiq=1 mame konstantni posloupnosti. Pti jejich prochazeni v nule, resp. jednicce
jsme stdle. [ toto chovani zahrneme mezi "bliZeni se" ¢i priblizovani, tedy plati
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lim@" = 0, 1lim 1" =1

Podivejme se na g = 2. Zde se posloupnost také docela usporadané chovj, jeji cleny rostou nade
vSechny meze. KdyZ budu chtit, aby ¢leny byly vétsi nez 1 000 000, staci, kdyz zvolim n = 20,
piislusny ¢len bude 222=1 048 576, a kazdy dalsi Clen je vétsi.

Abychom mohli tento typ chovani posloupnosti pomoci limity vyjadiit, rozsiifujeme pro praci s
limitami mnozinu R vSech realnych c¢isel o dva prvky: o a -oo, rozsirenou mnozinu vsech
realnych ¢isel znacime R*, tedy

R* = RU {-00, oo},
Uspoiadani na R*:

Pro vSechna "obyCejna" realna cislax € R je -co <x < o0

Na mnozinu R rozsifujeme i aritmetické operace (viz ucebnice), diilezité je, Ze nékteré vysledky
zlstavaji nedefinovany, jako napt. oo / oo, oo - oo (ataké 0/0).

Limita vySe uvedenych posloupnosti pro g =-1 a q = -2 neexistuje. Nechci tvrdit, Ze se chovaji
uplné chaoticky, ale jejich chovani se do pojmu limita nevejde. Posloupnost ma nejvyse jednu
limitu.

Samoziejmé za q lze volit i jina Cisla.
Plati:

Prog > 1 je lim g" = oo;

lim 17 =1;

proqg € (-1, 1)jelimgn=0

pro q < -1 lim g nexistuje.

A podivejme se jesté na limity dalSich hodné jednoduchych posloupnosti.
limn =oo,lim (-n) = -o

Pro k> 0 je lim nk = oo, 1lim 1/nk = 0 (prvni posloupnost je definovana i pro n = 0, u druhé musime
n zacit od jednicky, aby ve jmenovateli nebyla nula)

To vyuzivame pri resSeni prikladd.
Typ Ulohy: limita mnohoclenu

Poc¢itejme lim (-3n° + 12n%> + 1) = n®> (-3 + 12/n®* + 1/n°) = o=, (-3 + @ + Q) =

= =-00

Vyuzivam toho, Ze u cervené zapsanych ¢lenl je limita rovna 0.

Mnohoclen stupné aspoii 1 ma za limitu -oo nebo o v zavislosti na znaménku
¢lenu s nejvys$si mocninou.
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Typ ulohy: limita podil mnohoc¢lent

Vyuzivame toho, Ze limita cervené zapsanych zlomk( je ©

VSimnéte si, ze posloupnost neni definovana pro n = 1. To nevadi. Kdyz
poc¢itame limitu, staci nam, kdyz je posloupnost definovana pro vSechna n
urcitym indexem pocinajic, v nasSem pripadé je pro vsechna n > 2.

Podobné postupujeme pri poc¢itani limit podilld jakychkoli mnohoclenl. Vzdy
zlomek zkratime proménnou n umocnénou na stupen jmenovatele. VySe uvedeny
priklad naznacuje, zZe - pokud mnohoclen v cCitateli mda mensSi stupen nez
mnohoclen ve jmenovateli, je limita jejich podilu rovna 0.

Pokud maji ¢itatel i jmenovatel stejny stupen, je limita rovna podilu
koeficientd u ¢lenll s nejvys$Si mocninou v c¢itateli a jmenovateli:

A ted uz jen bez prikladu:

Limita podilu mnohoclenl v pripadé, Ze mnohoclen v citateli ma vys$sSi stupen
nez mnohoclen ve jmenovateli, je nevlastni, tedy miZe byt -oo nebo oo;
zavisi to na znaménkdach ¢lend s nejvys$Si mocninou v c¢itateli a jmenovateli.

Ted jeden priklad "z jiného soudku"; mame vypocitat
lim (V(n? + 6n) - v(n? - 1)) = L

MenSenec i menSitel se blizi k nekonecnu, jde o limitu typu "oo-o0". Tento
rozdil neni definovan, limitu musime pocitat. Pri pocitani limit byva
vyhodnéjsi pracovat s podilem nez s rozdilem. My si tento vyraz
(predstavujeme se jej jako zlomek s jmenovatelem rovnym 1) rozsirime
souctem onéch odmocnin a vyuzijeme "vzoreckd" (A+B)(A-B) = A% - B2, (VX)? =
X
Tedy

(V(n?2 + 6n) - v(n? - 1)) (V(n*> + 6n) + V(n? - 1))

(V(n? + 6n) + V(n? - 1))
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(nv(1 + 6/n) + ny(1 - 1/n?)) n+n 2n

Posledni zlomek je podil dvou mnohoclenl, jehoz limité jsme se uz vénovali.
Cervené vyznacené vyrazy se blizi k @ (tj. maji za limitu @).

Poznamka k zapisu vypoctu limity: Dokud se ve vyrazu vyskytuje n, musi vyraz zacinat
symbolem lim.

Priklad (uvazujte o jednotlivych krocich):
4n + 5,32 4n + 5,97 (4/7)" + 5.(9/7)"

57— 7" 5 - 71 (5/7)" - 1

Zlomek jsme vykratili "nejvyraznéj3im" ¢lenem ve jmenovateli. Cervené &leny
se blizi k nule, zeleny k nekonecnu. Tedy

L = OO/(-1)=-OO

A na zavér jeden priklad s parametry.

Mame urcit, pro které hodnoty parametr( a, b plati

Aby limita nebyla nekonecno, nesmi mit Citatel vétSi stupen nez jmenovatel,
tedy musi byt a = 0. Pak

lim [(-bn - 1)/n] = -b

Aby byla kladna, musi byt b < @

Regenim prikladu tedy je la = @ a b < ¢




