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Jde o prvni versi textu, s jehoz publikovanim nepocitam. JNe

Jednoduchy vypocet Cisla it
Jifi Necas
0. Uvod

Cislo m=3,141592654... je v matematice dtileZitou konstantou. Toto iracionalni
Cislo bylo jesté pied prichodem pocitacti vypocitano na vice nez 1000
desetinnych mist. V praxi ovSem bézZné vystacime s dvéma az ¢tyfmi desetinnymi
misty. Jak je ale 1ze vypocitat? Nelze pro né najit néjaky "presny vzorecek".
Iracionalni ¢isla jsou limity posloupnosti racionalnich cisel, a tak k jeho vypoctu
bude slouzit posloupnost, ktera k nému konverguje. Takova posloupnost mtize
byt posloupnosti ¢aste¢nych soucti €i soucinti, tedy souctem rady ¢i nekonec¢nym
soucinem. Metoda je tim efektivnéjsi, ¢im je konvergence rychlejsi. UkaZeme si
dvé metody vypoctu pomoci rady (druhou z nich ve dvou variantach) a jednu
pomoci nekonec¢ného soucinu. Pfi hodnoceni metod vyuZijeme toho, Ze T zname.

1. Maclaurinova® fada pro arctg
Nejjednodussi je vyuziti toho, Ze

n/4=1-1/3+1/5-1/7+1/9 - ...=Zi=0* (-1)1.1/(2i + 1), (1)
tedy

m=4-4/3+4/5-4/7+4/9 - ...=2i=0°(-1).4/(2i + 1). (2)
Rovnost (1) je vyjaddienim Maclaurinovy fady pro funkci arctg(x) v bodé x = 1:

arctg(x) = Zi=0> (-1)ix/(2i + 1). (3)
Je znamo, Ze tg(m/4) = 1, tedy arctg(1) = n/4.
Vztah (2) je pfesnym vyjadirenim ¢isla m, pro praxi se vSak nehodi kviili velice
pomalé konvergenci?, s¢itanci se blizi nule velice pomalu. Rada v ném je fadou s
alternujicimi ¢leny, tedy se v ni pravidelné stridaji soucty vétsi nez limita se
soucty mensSimi neZ limita, takZe pri postupném scitani zuZujeme interval, v némz
hledana limita leZi. V pripadé takovéto rady, v niZ absolutni hodnota po sobé
jdoucich scitancti klesa velmi pomalu, miZe k odhadu limity poslouzit aritmeticky
(pripadné i jiny) primeér po sobé nasledujicich soucti. Jako priklad uved'me, k
jakym hodnotam vede vyuziti n-tého a (n+1)-niho s¢itance proa) n =10, b) n =40
c) n = 100. Pri tom zde n-ty soucet oznacime oy.

1 Taylorova rada kolem nuly
2 Tuto vlastnos vSak maji i dal$i zde uvadéné posloupnosti konvergujici k
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a) n=10 on = 3,041 84 One1 = 3,232 32 (On+ On1)/2 = 3,137 08
Odchylka od 1t v % 3,18 2,89 0,144

b) n=40 0n=3,116 60 One1 = 3,165 98 On+ Oner = 3,141 29
Odchylkaodtv% 0,796 0,776 0,009 7

¢) n=100 ¢,=3,13159 One1 = 3,151 49 (On+ One1 )/2= 3,141 54
Odchylkaodtv% 0,318 0,315 0,001 58

Vidime, Ze aritmeticky priimér 10. a 11. ¢lenu je k hledané limité bliZe neZ 100. ¢i
101. ¢len. Vyuziti aritmetického primeéru je uzitecné v piipadé pomalu
konvergujicich rad.
Pouzit aritmeticky pramér dvou po sobé jdoucich ¢lenii se ovSem nehodi pfi pouziti rychle
konvergujicich rad s alternujicimi ¢leny. Napt. pokud budeme pocitat ¢islo 1/e s¢itanim
Maclaurinovy fady pro exp (x) v bodé x = -1,

1/e=etl= e (-1)i/! (4)

pti libovolném n se (n+1)-ni ¢len bude od urcované limitni hodnoty liSit méné nez primér n-
tého a (n+1)-niho ¢lenu.

2.2(2)

Ponékud rychleji se bliZi k nule Cleny rady, ktera vyjadruje hodnotu Riemannovy
zeta funkce v bodé 2:

{(2)=Z=1°1/i2=12/6 (5)

Najit soucet rady Xi=1* 1/i2, resp. ovérit platnost vztahu Xi-1* 1/i2 =mn2/6 neni
ovSem jednoduché. Jde o tzv. Basilejsky problém, formulovany Pietrem Mengolim
roku 1650 a poté v Basileji Jacobem Bernoullim a vyreSeny 1735 Leonardem
Eulerem; ten postupné publikoval nékolik zptisobti feSeni. Naznacime zde
nejstarsi, v némz je urcita nekorektnost, nicméné je myslenkové zajimavy.
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2.1. Basilejsky problém?3
UvaZzujme nekonecny soucin

s() = =1~ (1 - y/aj). (6)
Jde o "nekonecny polynom" v proménné y. Po "roznasobeni" koeficient u
argumentu y bude

- Zji=1® 1/a;. (7)
Mnozina vSech nulovych bodi funkce s(y) je {a;}j=1*
Poznamenejme, Ze pro vyssi mocniny y by koeficienty byly vyjadfeny nasobnym
souctem (pies vice index). Ty nas nastésti nebudou zajimat.
Zabyvejme se nyni nekone¢nym polynomem (fadou)

P(x)=1-x%/3!+x*/5! - ... = Ep=0x21/(2n+1)! =sinx / x (8)
Posledni rovnost je dlisledkem znamého Maclaurinova rozvoje funkce sin x.

Koreny (nulové body) polynomu P pak jsou pravé vSechny nenulové celoCiselné
nasobky Tr.

PoloZme nyni
Q) = Ik=1> (1 - x/(km)) . (1 - x/(-km)) = =1 (1 - x2/ (K2m?)) (9)

Nulové body soucinu Q(x) jsou také pravé vSechny nenulové celoc¢iselné nasobky
.

P iQ jsou nekonec¢né polynomy (tedy rady) se stejnymi nulovymi body i se
stejnym absolutnim ¢lenem. Pro obycejné polynomy by to znamenalo, Ze si jsou
rovny. Dopustme se urcité nekorektnosti a zobecnéme tvrzeni o obycejnych
polynomech i na tyto mocninné rady, tedy Ze plati P = Q. ProtoZe nenulové
koeficienty jsou jen u €lenti se sudou mocninou proménné x, miiZeme se na né
divat jako na polynomy v proménné x2

Pri vyjadreni nekonecného soucinu Ix=1= (1 - x2/(k?m2)) ve tvaru souctu (fady)
koeficient u prvni mocniny proménné x? je

= Zi=1® (1/ (k2 m2)) (10)
Podle vztahu (8) je u x2 koeficient -1/3!
Odtud

T=1* (1/(k212))=1/3!=1/6 (11)

Vynasobenim obou stran 2 dostaneme hledany soucet

Srer® (1/k2) = m2/6. (12)

3Viz [1]
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2.2. rt jako limita rostouci posloupnosti ¢astecnych souctu rady pro {(2)

Vztah (12) Ize vyuZit k ptibliZnému vypoctu cisla m:

7=V (6Zk1 (1/k2)). (13)
Pomoci souctu fady budeme pocitat m2/6 a odtud vypocitdme m. Budeme opét
pocitat castecné soucty
= Zk=1" (1/k2) (14)
proa)n=10,b)n=40,c) n=100.

Porovname je se znamou hodnotou m2/6 = 1,644 934 1. Posloupnost ¢astecnych
souctl je rostouci, a tedy nam neposkytuje pro m horni odhad.

S

=

n Sn V (6*sn) Relativni odchylka od v %
10 1,549 77 3,049 36 29358
40 1,620 24 3,117 93 0,753 3
100 1,634 98 3,132 08 0,3029

2.3. it jako limita alternujici posloupnosti ¢astecnych souctl

Nevyhodou predchoziho postupu je je, Ze s¢itame radu s kladnymi ¢leny, tedy
posloupnost a, = Zk-1" (1/k? ) ¢astecnych soucti je rostouci, horni odhad hledané
hodnoty tak nemame k dispozici. Ze vztahu (13) lze ovSem snadno odvodit (viz
odd. 2.4)

Srer® (-1)k+1(1/k2 ) = m2/12, (15)

kde Cleny posloupnosti b, = k=1 (-1)k*1 (1/k? ) konverguji k m2/12 tak, Ze kolem
této hodnoty osciluji, liché ¢leny jsou vétSi nez m2/12, sudé mensi. Misto
posloupnosti b, budeme pracovat s posloupnosti ¢, = vV (12*b»), jejiZ limitou je T,
priCemz i pro ni plati, Ze liché Cleny jsou vétsi neZ m, sudé mensi. PouZijeme-li k
odhadu m dvé sousedni hodnoty cp, vime, Ze hledana hodnota leZi mezi nimi a
jejich aritmeticky primeér je pak velmi dobrym odhadem pro m. Opét zvolime
postupné a) n =10, b) n =40, c) n = 10 a pouZijeme n-ty a (n+1)ni clen.
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n Cn Cn+1 (Cn+ Cn+1)/2
10 3,13298 3,148 77 3,140 87
relat. chyba (v %) 0,274 2 0,228 3 0,0230
40 3,141 01 3,142 15 3,141 58
relat. chyba (v %) 0,018 5 0,017 6 0,000 44
100 3,141498 3,141685 3,141592
relat. chyba (v %) 0,00301 0,00295 0,000 03

2.4. Odvozeni vztahu (15) ze vztahu (5)
Ze vztahu (5) vydélenim 4 dostaneme

Li-1° 1/(21)2 =2 /24 (16)
Pocitejme
L1 (D)1 /k2)=1/12-1/22+1/32-1/42+1/52-1/62 ...=
=1/12+1/22+1/32+1/42+1/52+1/62 ... -2*%(1/22 +1/42+1/62..) =
=Xi=1°1/i2 - 2¥Li1* 1/(20)2 =m2 /6 =2*n2 [24=mn2 /6 - 2 /12 = m2/12.

Soucet alternujici fady (15) je skutec¢né disledkem souctu monoténni fady (5).

3. Wallistiv nekonecny soucin

Myslenkové pomérné jednoduché je vyjadreni ¢isla m pomoci nekonec¢ného
soucinu#. Je zajimavé, Ze je zde vyuzit misto fady nekonec¢ny soucin, nicméné
podobné jako uvedené rady konverguje pomérné pomalu. Stridaji se v ném
Cinitelé> vétsi nez 1 s Ciniteli mensimi neZ 1, takZe posloupnost ¢astecnych
soucinti kolem limitniho 1/2 osciluje. V takovémto pripadé budeme mluvit o
nekonecném soucinu s alternujicimi ¢initeli.

Vyjdeme z vyjadieni [¢7/2 sink x dx, pFi¢emz z platnosti vztahu
sinx<1 prox€ (0, m/2) (17)
plyne, Ze pro m < ka x € (0, m/2) plati

40 nekonecnych soucinech Ize najit informaci v [2], kap. II, §7
5 Po urcitém vahani jsem se rozhodl substantivum ¢initel sklofiovat podle vzoru muZ, i kdyZ plné
pripoustim, Ze pouziti vzoru stroj je také mozné, a mozna i vhodnéjsi
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sinm x < sinkx, (18)
a tedy

Im = Jo™/2sinm x dx < I = [o™/2 sink x dx,
(19)

Integraly® vyjadiime rekurentné:
l=mn/2,I1 =1, (20)
fivz = [(k+1)/(k+2)] I (21)

Ze vztahtli (20) a (21) je vidét, Ze ve vyjadreni Ik pro sudy index k se T vyskytuje,
zatimco pro lichy index k nikoli.

L=(1/2)m/2 I3=2/3
1,=(3/4)(1/2) m/2 Is =(4/5).(2/3)
Is=(5/6)(3/4)(1/2) m/2 I7=(6/7)(4/5).(2/3)
Lk=[((2k-1)(2k-3)...3.1) /(2k(2k-2)(2k-4)...4.2)].t/2
1= (2k(2k-2)(2k-4)...4.2) /((2k+1)(2k-1)(2k-3)...3.1. (22)
Nerovnost

Ioke1 £ ok £ D2k
tedy znamena, Ze
((2k)(2k-2)(2k-4)...4.2) /((2k+1)(2k-1)(2k-3)...3.1 <
[((2k-1)(2k-3)...5.3.1) /(2k(2k-2)(2k-4)...4.2)].t/2 <
< L1= ((2k-2)(2k-4)...4.2) /(2k-1)(2k-3)...3.1 (23)

Vynasobme vSechny tfi leny nerovnosti (22) Cislem
[(2k)(2k-2)(2k-4)...4.2]/[(2k-1)(2k-3)...5.3.1].

Dostaneme

[(2k)(2k)(2k-2)(2k-2)...4.4.2.2] /[ (2k+1)(2k-1)(2k-1)(2k-3)...5.3.3.1s /2 <

< [(2k)(2k-2)(2k-2)(2k-4)...4.4.2.2)]/[(2k-1)(2k-1)(2k-3)... 5.3.3.1];

jinak zapsano

[(2k)/(2k+1)].[(2Kk)/(2k-1)].[(2k-2)/(2k-1)]. ... .[4/5].[4/3].[2/3].[2/1]<
<m/2 <[(2k)/(2k-1)].[(2k-2)/(2k-1)]. ... .[4/5].[4/3].[2/3].[2/1]

6 [3], kap. 111, §5, pr.2.
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PoloZzme
rie= [k + (1-(-1)%/2)/[k + (1+(-1)%/2]
Pak vySe uvedeny vztah mliZeme zapsat ve tvaru
F2k.T2k1.T2k2 o o T4 13,12 . F1IST/2 S Foke1.T2k2. oo T4 3. 12,171,

pomoci multiplika¢nich symboli

Mji-12k r; <m/2 < Tjiog2kl (24)
ProtoZe

limpoe rx =1, (25)
je

iMoo =12k 1j = liMkoe j=1261, (26)
a tedy (podle (24))

/2 = liMkso =128 17 = liMkow =1k 1 = =1 17, (27)
a tedy

=2 lj=1 ry (28)

Jako odhad pro 1 pouZijeme dvojice po sobé nasledujicich ¢astecnych soucinii
tohoto alternujiciho nekonec¢ného soucinu pronan + 1,

dn=21l=1" 17,

priCemz opét poloZime po radé a) n = 10, b) n =40, c) n = 100.

n dn dn+1 (dn + dn+1)/2
10 3,002 18 3,275 10 3,138 64
relat. chyba (v %) 4,437 8 4,249 7 0,094 0

40 3,103 52 3,179 21 3,141 37
relat. chyba (v %) 1,212 0 1,197 5 0,007 3
100 3,126 08 3,157 03 3,141 56

relat. chyba (v %) 0,493 8 0,491 4 0,001 2
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4. Porovnani metod

Ziskané vysledky ukazuje tento piehled: Tu¢né

Maclaurinova i‘ada pro arctg

a) n=10 on=3,041 84
Odchylka od v % 3,18
b) n=40 on=3,116 60
Odchylkaodtv% 0,796
c) n=100 on=3,13159
Odchylkaodmtv% 0,318
¢(2)

n Sn \/ (6*5n)
10 1,549 77 3,049 36
40 1,620 24 3,117 93
100 1,634 98 3,132 08
¢ (2) alternujici

n Cn
10 3,13298
relat. chyba (v %) 0,274 2
40 3,141 01
relat. chyba (v %) 0,018 5
100 3,141498
relat. chyba (v %) 0,003 01
Wallis

n dn

10 3,002 18
relat. chyba (v %) 4,437 8

40 3,103 52
relat. chyba (v %) 1,212 0
100 3,126 08
relat. chyba (v %) 0,493 8

On+1= 3,232 32
2,89

on+1 = 3,165 98
0,776

on+s1=3,15149
0,315

8/9

(on+0n+1)/2=3,137 08
0,144

On+ Ons1 = 3,141 29
0,009 7

(0n+ Ot )/2= 3,141 54
0,001 58

Relativni odchylka od v %
2,9358
0,753 3
0,3029

Cn+1

(cn+ cne1)/2

3,148 77 3,140 87
0,228 3 0,023 0
3,142 15 3,141 58
0,017 6 0,000 44
3,141685 3,141592
0,002 95 0,000 03
dn+1 (dn + dn+1)/2
3,275 10 3,138 64
4,249 7 0,094 0
3,179 21 3,141 37
1,197 5 0,007 3
3,157 03 3,141 56
0,491 4 0,001 2
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Tucné jsou vyznaceny vysledky, které se od hodnoty m lisSi méné nez o 0,01 %.
Ukazuje se, Ze pro priblizny vypocet je alternace scitanct, resp. Ciniteld, velice
uzite¢na. Pro hledanou limitu se pfi postupném vypoctu stale zuZuje interval. K
dobrému vysledku prispéje pak i pouZiti aritmetického priiméru dvou po sobé
jsoucich ¢astecnych souctq, resp. soucind (v pripadé dostatecné pomalé
konvergence).
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