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Hodnoty Eulerovy funkce

1. Uvod. Pro kazdé prirozené ¢&islo! n je definovana Eulerova funkce ¢(n) jako
pocet prirozenych ¢isel, ktera jsou mensi nebo rovna ¢islu n a jsou s ¢islem n
nesoudélna. Plati ¢ (1) = 1, pro libovolné prvocislo p je ¢(p) =p - 1. Pro kazdé
prirozené Cislo m s prvociselnym rozkladem?

m=pi....ps (1)
je
@(m)=(p1-1) p1et. ... (pr-1) ps1. (2)

Pro kazdé prirozené ¢islo n > 2 plati: ¢ (n) je sudé cislo, které je menSi nez n.
Eulerova funkce zfejmé neni prosta. Mnozina #{ ¢) jejich hodnot je sjednocenim
mnoZiny {1} s vlastni podmnoZinou3 mnoziny vSech sudych prirozenych Cisel.
ProtoZe @ neni prosta funkce, neexistuje k ni inverzni funkce. Symbol ¢ -1 (y)
pouZijeme k oznaceni mnoziny

{x; o(x) = y}.
Pokud y & #1 ¢), je ¢ 1 (y) = 0. UkaZeme dale, Ze pro kazdé y € V je ¢ -1 (y)
omezena mnozina v 2V, a tedy je konec¢na.

V tomto ¢lanku se budeme odvolavat na posloupnost prvocisel v jejim
prirozeném usporadani: 2; 3; 5; 7; ... Pro i-té prvocislo pouzijeme oznaceni q; tedy
qi=2,q2=3,..,q7=17, ...

Pro vSechna prvocisla v rozkladu (1) plati p; = q;.

2. Relativni Eulerova funkce. V ¢lanku [1] je definovana relativni Eulerova
funkce @(n) = ¢(n)/n.Jeji hodnoty zaviseji jen na prvocislech vyskytujicich se v
rozkladu cisla n; nejsou zavislé na tom, v jaké mocniné se tam tato prvocisla
vyskytuji. Pro libovolné prirozené ¢islo m s prvociselnym rozkladem (1) plati

d(m)=(1-p1Y)..(1-prY) 3)

(exponenty g, ..., s se ve vyjadireni skutecné nevyskytuji)+.

1 Pro Gcely tohoto ¢lanku budeme prirozenymi ¢isly rozumét jen celd kladna c¢isla. Mnozinu vSech
takto chapanych prirozenych cisel ozna¢ime V.

2 Budeme predpokladat, Ze p1 < pz < ... < prJe-li m prvocislo, je a = r = 1, a tedy skute¢né ¢p(m) =m
-1

3 Plati {2; 4; 6; 8; 10; 12; 16; 18; 20; 24; 28; 30; 32; 36} c H () ; {14;26; 34} N H () = 0.

4 Vyjadreni (3) ziskdme vydélenim pravych stran rovnosti (2) a (1).
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3. Nékteré nerovnosti. Necht m, n € N', m < n. Pak
0s1-ml<1 (4)
1-mt<1-nt (5)

1 - x1 je tedy rostouci funkce, zobrazujici mnozinu V' do intervalu (0; 1).
Ze vztahu (4) plyne, Ze pro libovolna m, n € IV plati
1-m!> (1-m1)(1-n1) (6)

4. Omezeni hodnot relativni Eulerovy funkce.

UvaZujme prirozené Cislo m s prvociselnym rozkladem (1). Hodnota Eulerovy
funkce ¢ (m) ma vyjadieni (2). Mezi ¢isly pi - 1 mliZe byt nanejvys jedno liché, a
to 1 (pokud p1 = 2). Ve soucinu (2) je proto aspon r - 1 sudych Cisel, a tedy v
prvociselném rozkladu ¢isla ¢ (m) je Cislo 2 aspon v mocniné r - 1. Plati tedy:
Necht k = ¢ (m). Necht' s’ = max {x ; 2| k}. Pak v prvoCiselném rozkladu ¢isla m se
vyskytuje nanejvys s’ rtiznych lichych prvociniteld, a tedy nanejvys s =s' + 1 vSech
prvocinitel. Pro cislo r z rozkladu (1) tedy plati r < s. Poznamenejme, Ze k urceni
hodnoty s je tfeba znat k, kdeZto ¢islo m znat tfeba neni.

Oznacme T(s) soucin

T(s) =(1-q11)...(1-qs7)
Plati T(s) € (0; 1), atedy 1/T(s) € (1; o), viz tab. 1.

Opakovanym pouZitim nerovnosti (5) a (6) dostaneme:

®(m)=(1-p11)..(1-prt)= T(r)2T(s). (7)
Tedy

®(m) = ¢ (m)/m =2 T(s), (8)
odkud dostavame

m< @(m).1/T(s). (9)

Oznacme ¢ (m) = k. Pro libovolné n € ¢ -1(k) tedy plati

n< k.1/T(s(k)), (10)
a tedy

max @-1(k) < k.1/ T(s(k)). (11)
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Ze vztahu (2) plyne, Ze pokud pro néjaké liché ¢islo y plati y € ¢-1(k), pak také 2.y
€ @-1(k); pro kazdé k € H () tedy je max ¢ 1(k) vzdy sudé cislo.

5. Mnozina hodnot Eulerovy funkce.

Na zavér vénujme pozornost mnoziné H(¢) a jejimu rozlozeni v mnoziné V. Jak
jsme se jiz zminili, leZi v ni jediné liché cislo, a to 1. Patfi do ni vSechna
"prvociselné pokryta" suda cisla, tj. takova suda Cisla 2¢t, Ze 2t + 1 je prvocislo (2t
je hodnotou Eulerovy funkce pro toto prvocislo). Z vyjadieni (2) ¢isla s rozkladem
(1) plyne:

Pokud je ¢islo k dvojnasobkem lichého prvocisla, k = 2.p, pak k € H () jen tehdy,
je-1li prvociselné pokryté. Pokud ma cislo k prvociselny rozklad 2.pr, kde p je
prvocislo, p > 3,ar € NV, pak k € H(¢) jen tehdy, je-li prvociselné pokryté. V
téchto pripadech je ¢-1(k) = {2.p +1; 4.p +2}, resp. ¢ -1(k) = {2.p" +1; 4.p" +2}.

Tabulka 2 uvadi ¢isla k € H (), ktera jsou mensi nebo rovna 60. Je v ni uveden
jejich prvociselny rozklad, pricemz prvociselné pokryta ¢isla tam jsou vyznacena
tucné kurzivou. Jsou tam uvedeny i hodnoty s(k), 1/T(s), k/T(s) a vyctem prvki
také mnoziny ¢ -1 (k). Pro c¢islak € H(¢) N {1;2; ..; 59, 60} je z tabulky 2 patrna
platnost nerovnosti (11).
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Tab. 1
s ds T(s) 1/T(s)
1 0,500 2,000
2 3 0,333 3,000
3 5 0,267 3,750
4 0,229 4,375
5 11 0,208 4,813
6 13 0,192 5,214
7 17 0,181 5,539
8 19 0,171 5,847
9 23 0,164 6,113
10 29 0,158 6,331
11 31 0,153 6,542
12 37 0,149 6,724
13 | 41 0,145 6,892
14 43 0,142 7,056
15 47 0,139 7,210
16 53 0,136 7,348
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Tab. 2
Prvociselny rozklad Cisla k
(mocnitele) MnoZina ¢ -1 (k)

k 23|57 (1113|233 |29]s(k)|1/T(s)|k1/T(s)

1 1 2 2 1 2

2|1 2 3 6 3| 4] 6

4|2 3 375 15 5/ 8| 10| 12

611 2 3 18 7] 9] 14| 18

8|3 4 | 4375 3H 15] 16| 20| 24| 30
10| 1 1 2 3 30 n 2
12|12 |1 3 375 45 13| 21| 26| 28| 36| 42
16| 4 5 48 Tl 17| 32| 34| 40| 48] 60
18/ 1|2 2 3 54 191 27| 38| 54

20] 2 1 3 375 75 25| 33| 44| 50| 66
22| 1 1 2 3 66 23| 46

2413 |1 4 | 4375 105 3H| 39| 45| 52| 56| 70| 72| 78| 84
28| 2 1 3 375 105 29| 58
30111 2 3 90 31| 62

32| 5 6 52 167 51| 64| 68| 80| 96|102| 120
36| 2|2 3 375 135 37| 57| 63| 74| 76|108| 114|126
40| 3 1 4 | 4315 175 4] 55| 75| 82| 88|100| 110|132
421 |1 1 2 3 126 43| 49| 86| 98

44| 2 1 3 375 165 69| 92/138
46| 1 1 2 3 138 41| 94

4814 |1 5 48] 2 65/104| 105 112{130| 140| 210
52| 2 1 3 375 195 53] 106

54113 2 3 162 81| 162

56| 3 1 4 | 4315 245 87| 116|154
58| 1 1| 2 3 174 59| 118
60/ 2|11 3 375 225 61| 77| 93| 99(122| 124|154 186|198
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