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V tomto ¢lanku na dvou modelech riistu — exponencidlnim a logistickém — ukaZeme nékteré
rozdily mezi chovanim spojitych a diskrétnich systémi. Exponencidlni model 1ze povaZovat za
zékladni rastovy model v neomezeném svéte, logisticky pak ve svéte konecném, omezeném.
1. Exponencialni rist
1.1. Spojity pripad

Ristovy zdkon je vyjadien diferencidlni rovnici

y'=ky (k>0) (AD)

Skutecnost, Ze se v rovnici (A1) nevyskytuje explicitng€ Cas ¢, je disledkem homogenity Casu.
Prirdstek y' veli€iny y je pfimo dmérny jeji velikosti.

Obecné teseni rovnice (Al) je
y = C.e=Cexp (kt)y= C.(expk)' = C.b' (A2)
pficemz

C=y(0). (A3)

Pro k=1, y(0) = 1 dostdvame

y=¢ =expt. (A4)



1.2.Diskrétni pripad

Diskrétni proménnou budeme oznacovat n, misto spojité funkce y(#) budeme studovat
posloupnost y;,.

Pti diskretizaci povaZujeme za analogii derivace diferenci pii vzristu celociselného
argumentu o 1, Ay, = y,+1 — ¥». Je to zfejme nejprirozenégjsi postup. Oproti derivaci zde zdliraznéme
dva rozdily:

a) derivace popisuje spojitou zmeénu. Vénujeme-li se rostoucim funkcim, bude se pii ristu
argumentu z hodnoty ¢ na #+1 projevovat, Ze na intervalu (¢, #+1) funkce stéle roste, a tedy ma hodnoty
veétsi nez v bod¢ ¢. Naproti tom rist y, posloupnosti je uréen hodnotou v bod¢ n, a tedy bude pomalejsi
nez rust funkce y(7).

b) Derivace v diferencidlni rovnici se chova symetricky vic¢i zmén¢ argumentu vpted i zpét.
Diference popisuje zménu argumentu vpied.

Diferen¢ni rovnice, které vyjadruji diferenci Ay, =y, — y, jako funkci hodnoty y,, budeme
nazyvat diferencnimi rovnicemi 1. druhu.

Diferencidlni rovnici (A1) tak odpovida diferen¢ni rovnice 1. druhu

Ayn = kyn (k>0) B

Casto se pracuje s diferenénimi rovnicemi, které jsou rekurentnim vyjadienim posloupnosti; v
ptipad¢ diferecnich rovnic 1. fadu tak jde o vyjadfeni (n+1)-niho ¢lenu y,,; jako funkce n-tého ¢lenu

v, ; v tomto piipadé budeme mluvit o diferencnich rovnicich 2. druhu. Z rovnice (B1) tak prejdeme k
rovnici

Y1 = (14K). (B2)
tedy

Ynel =1 Yns (B3)
kder=k+1

Prava strana rovnice (B1) pti vyjadieni prvniho druhu a rovnice (B3) (popt. (B2)) pii
vyjadieni druhého druhu ma stejny tvar. Tato skutecnost je disledkem toho, Ze jde o rovnice linedrni
(linearni je i diferencidlni rovnice (Al))

Reseni je

yo=C.rF'=C.(1+k)", (B4)
pficemz

C=yo. (B5)

Prok=1 (tedy r=2),yo=1je



ya=2" (B6)

V souladu s dvahou (a) v dvodu k odd. 1.2 je zde pfi stejné hodnoté konstanty v analogickych
rovnicich (A1), (B1) rist pomalejsi; ve spojitém piipade je vyjadien exponencidlou se zdkladem e, v
diskrétnim se zdkladem 2.

2. Logisticky rist
2.1. Spoyjity piipad
Rist probihd "na dkor" systémového okoli U, tedy pfirtstek y' je piimo umérny jednak

sledované veli¢ing y, jednak velikosti U — y tohoto okoli, které se s riistem y zmensuje; tento efekt se
neprojevi, pokud y << U. Diferencidlni rovnice logistického riistu ma tedy tvar

y'=ayU-y) (a>0) (ChH

Predpoklada se pri tom, Ze pocatecni hodnota y(0) lezi v intervalu (0, U), ktery je oborem hodnot
teSeni, pricemZ pro ¢ < 0 je y(¥)e (0, ¥(0)), prot> 0 pak je y(r)e(y(0), U).

Logisticky rtist pro malé hodnoty argumentu, tedy pri y << U, "splyva" s exponencidlnim
rustem; pokud vSak jiz y nelze vici "mezi rustu”" U zanedbat, dochazi k zpomalovani riistu, pfi ¢t — oo

s 2

se hodnota y zdola bliZi limitni hodnoté U.
Rovnici (C1) miZeme vyjadfit ve tvaru
y'=kU).y.(U - y) = ky.(1-y/U), (C2)

kde je oznaceni voleno tak, aby pro y << U rovnice logistického ristu korespondovala s rovnici
exponencidlniho ristu.

Zdtraznéme, Ze rovnice logistického ristu jiz linedrni neni, coZ pfinese urcité komplikace pri
prechodu k diskrétnimu piipadu.

Separaci proménnych ziskdme teseni (je jim tzv. logistickd funkce):
y = U.C.exp(kt)/(1 + C.exp(kt)) = U.C.exp(aUn)/(1 + C.exp(aU?)), (C3)
které s pouZitim identity '
Cexpx/(1+Cexpx) =(tgh(x-InC)/2)+1)/2 (C4
miZeme vyjadfit ve tvaru
y=U(tgh((aUt-InC)/2)+1)/2. (CS5)
Konstanta C je ur€ena pocatec¢ni podminkou takto:

C=y(0)/(U - y0)). (C6)

! Mezi logistickou funkcf a funkcf tgh je tedy jednoduchy linerni vztah; jejich grafy jsou geometricky podobné
kfivky.



Zména méfitka - normalizace
Popis logistického riistu se zjednodusi, zavedeme-li normalizovanou proménnou
z=ylU (C10)

Jednotlivé vyse uvedené vztahy pak ziskaji tvar

z'=aUz(l-2), (C11)
7' =kz(1 - 2), (C12)
z= C.expkt)/(1 + C.exp(kt)) = C.exp(aUt)/(1 + C.exp(aUr)). (C13)

Pro proménnou z plati z € (0, 1).

2.2. Diskrétni piipad

2.2.1 Kauzdlni varianta

Diskrétnimu logistickému ristu se budeme vénovat podrobngji. Pro jednoduchost vyjdeme od
spojitého pripadu s normalizovanou proménnou z. Diferen¢ni rovnici prvniho druhu ziskdme pomoci
vyjadieni (C12):

Az, = k.z,(1 = z,). (D1)
Ji odpovida vyjadreni druhého druhu
an =zl 4k~ kz)=kzu(l+K" - z,). (D2)

V tabulce (na konci ¢lanku) jsou uvedeny hodnoty z, pro tfi rizné pocate¢ni hodnoty zo (zo =
0,2, z0=0,5, 70 = 0,8) a pro vybrané hodnoty koeficientu k. Je z ni patrno, Ze pro k < 2 se hodnoty z,
bliZi limitni hodnot€ 1, coZ je v souladu s normalizovanym spojitym pripadem.

Pro k > 2 se vSak setkdvame s tim, Ze hodnoty z, ptedpokladanou limitni hodnotu 1
prekracuji. Ve spojitém piipadé €initel (1 - z) (resp. (U — y)) kontinudlné zajist'uje brzdéni ristu. V
diskrétnim piipad¢ pii velkém koeficientu ristu posledni hodnota pred prekrocenim meze miZe byt
tak blizko k mezni hodnoté 1, Ze rozdil nestac¢i k tomu, aby zabranila prekroceni meze v dal$im kroku.
Nez pristoupime k urcitému "teleologickému" postupu promitnuti této skutecnosti do formulace
diferen¢ni rovnice korespondujici s diferencidlni rovnici spojitého logistického rustu, zastavme se u
ponékud jiné diferencni rovnice, kterd byva v literature obvykle nazyvana diferencni logistickou
rovnici.

Jde o diferenéni rovnici druhého druhu®, v ni7 je (n+1)-ni &len vyjadten stejng, jako v rovnici
(D1) je vyjadfena diference, tedy

Znet = 12u(1 = 24), (E1)

% Spojity pifpad odpovidajici této rovnici je fesen v dodatku (kap. 4).



kde r € (1,4). Pror € (1, 3> ma posloupnost z, limitu (tedy jeding hromadny bod) 1 - ', pro r €
(3, 1+6"*> (146"~ 3,4995) md posloupnost hromadné body dva, kolem nichZ se hodnoty pro velkd
n stfidavé pohybuji, za koncovym bodem tohoto intervalu se hodnoty posloupnosti pohybuji
periodicky kolem 4 hromadnych bodt, dile pak trajektorie posloupnosti bifurkuuje pro k = 3,5441 a
osciluje kolem 8 hromadnych bodu. Necht’ n-ty bifurka¢ni bod je a,, po¢et hromadnych bodu se v
ném méni z 2" na 2". Plati

lim ((ap+1 — a)l(@ns2 = Gns1)) = 9,
kde

0 =4,669 201 609 102 990 671 853 203 82...
je universalni Feigenbaumova konstanta [Scott].
Posloupnost bifurka¢nich bodi ma limitu:

a. =lima, = 3,569946

Pro r > a,, je limitni chovani posloupnosti chaotické.

2.2.2 Teleologickd varianta

Zpomalovaci faktor (1 — z) psobi ve spojitém modelu bezprostiedné, okamZite, coz
zarucuje, Ze rostouci veliCina neprekro¢i limitni hodnotu, ktera je v normalizovaném modelu rovna 1.
V diskrétnim piipadé (D1, D2) se nepiekrocitelnost limitni hodnoty uplatiiuje jen do urcité maximalni
hodnoty parametru, vyjadfujiciho rychlost rstu.

Rovnice (C12) je invariantni viici obrdceni ¢asu; musime vSak v tomto piipadé zamenit z a (1
- 7). Spojity pripad tedy projevuje symetrii minulosti a budoucnosti. V diskrétnim piipade€, k némuz
jsme dospéli od spojitého standardnim postupem, tomu tak neni. Nejjednodussi zptisob, jak takovou
symetrii mezi minulosti a budoucnosti ziskat, je pii diskretizaci rovnice (C12) vztdhnout hodnotu
rostouci veli¢iny z v "brzdicim" faktoru (1 - z) k Casovému okamziku po zmén¢ (kvuli zavislosti

zmény na budoucim okamziku mluvime o teleologické varianté):

Azp = Zprt = Zn = ke zo(1 = Zp1), (F1)
odkud

Zue1 = Zn + kZp(1 = Zya1), (F2)
a tedy

Zi1 = (1 4+ K).2/(1 + k.zy) (F3)

Snadno se dokéze, Ze z predpokladu 0 < z,< 1 plyne
Z<Zpn <1, (F4)

a (napt. pomoci substituce z,=1 — u,,)



limz,= 1, (F5)
a to pro libovolnou pocatecni hodnou zy € (0, 1) a libovolnou kladnou konstantu k.

Teleologicka diskretizace tak velice dobfe odpovida spojitému piipadu.

3. Porovnani diskrétnich a spojitych piipadua

Spojity a diskrétni rist probihd obdobné, pokud neni "prili§" rychly. Od urcité hrani¢ni
hodnoty parametru charakterizujicitho rychlost riistu vSak jejich podobnost (v kauzalni varianté) konci.
Zatimco limitni chovéni spojitého systému se s ristem parametru neméni, hodnoty v diskrétnim
piipade po dosazeni urcité hrani¢ni hodnoty parametru piestavaji sméfovat k jednomu limitnimu
bodu, nybrz se periodicky pohybuji mezi n¢kolika hromadnymi body (jejich pocet roste a je vzdy
mocninou ¢isla 2), aZ se limitni chovén{ stane chaotickym.

Tato skute¢nost ukazuje na riziko, s nimz je ptipadnd zaména spojitého a diskrétniho systému
spojena. V historii naseho pozndni sehrdla velkou roli analyza zatfeni cerného télesa, kde se podatilo
teoreticky vypocitanou "ultrafialovou katastrofu" odstranit predpokladem o kvantovani energie, ¢imz
se otevrely dvete kvantové fyzice. Pfedpoklad o kvantovani energie znamena diskretizaci jejich
moznych hodnot. Na druhou stranu dnes se "digitalizuje", ¢ili diskretizuje kde co. Nelze pii tom
zapominat na to, Ze diskrémi systém se miiZe chovat jinak nez obdobny spojity systém. Pfitom ovSem

Vv

chovani spojitych systému byva jednodussi, spojitost znamend velice silnou informaci.

4. Dodatek

Diferen¢ni rovnici (E1) odpovidé rovnice 1. druhu

Ay=(r-1)z,- rz’ . (H1)
Ta je obdobou diferencidlni rovnice

2= ry(1-r) - 2), (H2)
jejiz teSeni je

z=(1- r‘l).C.exp(rt)/(l + C.exp(rt)), (H3)
které se velice podoba feSeni (C13) logistické rovnice (C12); na rozdil od ného se zde vyskytuje
faktor 1-r", takZe limitni hodnota pro s — oo je 1-r" . Pfitom predpokldddme, Ze po&iteéni hodnota
leZi v intervalu (0, 1-r"). Na r ve spojitém piipadé klademe jen podminku r > 1.
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Tabulka

Kk 0 0 0 0,5 0,5 0,5 1 1 1 1,5 1,5 1,5 1,75 1,75 1,75
n
0 0,2 0,5 0,8 0,2 0,5 0,8 0,2 0,5 0,8 0,2 0,5 0,8 0,2 0,5 0,8
1 0,2 0,5 0,8 0,28 | 0,625| 0,88 0,36 0,75 0,96 0,44 | 0,875 1,04 0,48 | 0,938 1,08
2 0,2 0,5 0,8| 0,381 | 0,742| 0,933 0,59 | 0,938 | 0,998 0,81 | 1,039| 0,978 | 0,917 1,04 | 0,929
3 0,2 0,5 0,8| 0,499 | 0,838 | 0,964 | 0,832 | 0,996 1] 1,041 | 0,978 1,01 1,05 | 0,967 | 1,045
4 0,2 0,5 0,8| 0,624 | 0,906 | 0,981 | 0,972 1 1] 0,977 1,01 0,995 | 0,958 | 1,023 | 0,963
5 0,2 0,5 0,8| 0,741 | 0,948 | 0,991 | 0,999 1 1] 1,011 0,995| 1,003 | 1,028 | 0,982 | 1,025
6 0,2 0,5 0,8| 0,837 | 0,973 | 0,995 1 1 1] 0,994 | 1,003 | 0,999 | 0,977 | 1,013 0,98
7 0,2 0,5 0,8| 0,905| 0,986 | 0,998 1 1 1] 1,008| 0,999 | 1,001 | 1,016 0,99 | 1,014
8 0,2 0,5 0,8| 0,948 | 0,993 | 0,999 1 1 1] 0,999 | 1,001 1] 0,987 | 1,007 | 0,989
9 0,2 0,5 0,8| 0,973 | 0,996 | 0,999 1 1 1] 1,001 1 1] 1,009 | 0,994 | 1,008
10 0,2 0,5 0,8| 0,986 | 0,998 1 1 1 1 1 1 1] 0,993 | 1,004 | 0,994
11 0,2 0,5 0,8| 0,993 | 0,999 1 1 1 1 1 1 1] 1,005| 0,997 | 1,005
12 0,2 0,5 0,8 | 0,996 1 1 1 1 1 1 1 1] 0996 | 1,002| 0,997
13 0,2 0,5 0,8 | 0,998 1 1 1 1 1 1 1 1] 1,003 | 0,998 | 1,003
14 0,2 0,5 0,8 | 0,999 1 1 1 1 1 1 1 1] 0,998 | 1,001 | 0,998
15 0,2 0,5 0,8 1 1 1 1 1 1 1 1 1] 1,002 | 0,999 | 1,001
16 0,2 0,5 0,8 1 1 1 1 1 1 1 1 1] 0,999 | 1,001 | 0,999
17 0,2 0,5 0,8 1 1 1 1 1 1 1 1 1] 1,001 | 0,999 | 1,001
18 0,2 0,5 0,8 1 1 1 1 1 1 1 1 1] 0,999 1] 0,999
19 0,2 0,5 0,8 1 1 1 1 1 1 1 1 1] 1,001 1 1
20 0,2 0,5 0,8 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
21 0,2 0,5 0,8 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
22 0,2 0,5 0,8 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
23 0,2 0,5 0,8 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
24 0,2 0,5 0,8 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
25 0,2 0,5 0,8 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
26 0,2 0,5 0,8 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
27 0,2 0,5 0,8 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
28 0,2 0,5 0,8 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

k 2 2 2 2,45 2,45| 245 2,5 2,5 2,5 2,6 2,6 2,6 2,8 2,8 2,8
n
0 0,2 0,5 0,8 0,2 0,5 0,8 0,2 0,5 0,8 0,2 0,5 0,8 0,2 0,5 0,8
1 0,52 1 1,12| 0,592 | 1,113 | 1,192 0,6 1,125 1,2] 0,616 1,15| 1,216 | 0,648 1,2 1,08
2 1,019 1] 0,851 | 1,184 | 0,806 | 0,631 1,2| 0,773 06| 1,231| 0,702| 0,533 | 1,287 | 0,528 | 0,929
3 0,98 1] 1,105| 0,651 | 1,189 | 1,202 0,6 1,212 1,2 0,492 | 1,246 1,18 | 0,254 | 1,226 | 1,045
4 1,019 1] 0,874| 1,208 | 0,638 | 0,608 1,2| 0,571 06| 1,141 | 0,449| 0,627 | 0,784 | 0,451 | 0,963
5 0,98 1] 1,094 | 0,593 | 1,204 | 1,192 0,6 1,183 1,2] 0,722 | 1,093 | 1,235 | 1,258 | 1,144 | 1,025
6 1,019 1] 0,888 | 1,185| 0,603 | 0,631 1,2| 0,641 0,6 | 1,244 0,83| 0,48 | 0,349 | 0,683 0,98
7 0,98 1] 1,087 | 0,649 | 1,189 | 1,202 0,6 1,216 1,2] 0,455| 1,197 | 1,129 | 0,986 | 1,289 | 1,014
8 1,019 1] 0,898 | 1,207 | 0,638 | 0,608 1,2 | 0,559 0,6 1,1] 0,584 | 0,75| 1,025 | 0,245| 0,989
9 0,98 1] 1,081 | 0,595 | 1,204 | 1,192 0,6 1,175 1,2] 0,814 | 1,215| 1,237 | 0,953 | 0,763 | 1,008
10 | 1,019 1] 0,905| 1,185| 0,603 | 0,631 1,2| 0,661 0,6 | 1,207 | 0,535| 0,473 | 1,079 | 1,269 | 0,994
11 0,98 1] 1,077 0,647 | 1,189 | 1,202 0,6 | 1,221 1,2] 0556 | 1,182 | 1,122 | 0,841 | 0,312| 1,005
12 | 1,019 1] 0912 1,207 | 0,637 | 0,608 1,2| 0,546 06| 1,198 | 0,624 | 0,767 | 1,215| 0,914 | 0,997
13 0,98 1] 1,073 | 0,596 | 1,204 | 1,192 0,6 1,166 1,2] 0581 | 1,234 | 1,232 | 0,482 | 1,134| 1,003
14 | 1,019 1] 0917 1,186 | 0,603 | 0,631 1,2| 0,683 06| 1,214| 0,483| 0,49| 1,182| 0,708 | 0,998
15 0,98 1] 1,069 | 0,646 1,19 1,202 0,6 | 1,224 1,2] 0539 | 1,133| 1,139 | 0,581 | 1,287 | 1,001
16 | 1,019 1] 0,921 | 1,206 | 0,637 | 0,608 1,2| 0,538 06| 1,185| 0,742| 0,726 | 1,263 | 0,253 | 0,999
17 0,98 1] 1,067 | 0,597 | 1,204 | 1,192 0,6 1,159 1,2]| 0,616 1,24 | 1,243 | 0,334 | 0,783 | 1,001
18 | 1,019 1] 0925| 1,186 | 0,603 | 0,631 1,2| 0,698 06| 1,231| 0,467 | 0,457 | 0,957 | 1,259 | 0,999
19 | 0,981 1] 1,064 | 0,645 1,19 1,201 0,6 | 1,225 1,2] 0,492 | 1,114| 1,108 | 1,072 | 0,347 1
20 | 1,019 1] 0,928 | 1,206 | 0,637 | 0,608 1,2| 0,536 06| 1,142| 0,783 | 0,809 | 0,855| 0,982 1
21 0,981 1] 1,062| 0,597 | 1,203 | 1,192 0,6 1,158 1,2] 0,721 | 1,225| 1,211 | 1,202 | 1,031 1
22 | 1,019 1] 0,931 1,187 | 0,604 | 0,631 1,2| 0,701 06| 1,244| 0,509 | 0,547 | 0,523 | 0,942 1
23 | 0,981 1 1,06 | 0,644 1,19 1,201 0,6 | 1,225 1,2] 0,455| 1,159 | 1,191 | 1,221 | 1,096 1
24 | 1,019 1] 0,933 1,206 | 0,637 | 0,608 1,2| 0,536 0,6 1,1 0,68 | 0,599 | 0,465 | 0,802 1
25 | 0,981 1] 1,058 | 0,598 | 1,203 | 1,192 0,6 1,158 1,2] 0,815| 1,246 | 1,224 | 1,161 | 1,246 1
26 | 1,019 1] 0,935 1,187 | 0,604 | 0,631 1,2| 0,701 0,6 | 1,207 0,45| 0,512 | 0,637 | 0,386 1
27 | 0,981 1] 1,056 | 0,643 1,19 1,201 0,6 | 1,225 1,2] 0,557 | 1,093 | 1,161 | 1,284 1,05 1
28 | 1,018 1] 0,937 1,205| 0,636 | 0,608 1,2| 0,536 06| 1,199| 0,828 | 0,674 | 0,262 | 0,903 1




