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Binomy x" + 1

n-té odmocniny z -1

(1) Cos ¢k +1sin ¢x,
kde
(2) ¢r=180°/ n + k.360°/n,

ke{0;1,..,n-1}

Hodnotu n-té odmocniny z -1, pro niz k = 0, nazveme zakladni n-tou
odmocninou z -1

Je-li n sudé, jsou vSechny n-té odmocniny z -1 imaginarni a dvojice pro
k=0ak=n-1,k=1ak=n-2,.., k=n/2-1ak=n/2jsoukomplexné
sdruZené.

Je-li n liché, je Cislo -1 jedinou redlnou n-tou odmocninou z -1 [zde
k = (n -1)/2]; ostatni jsou imaginarni. Dvojice kofenti pro

k=0ak=n-1,

k=1lak=n-2,

k=(n-3)/2ak=(n+1)/2
jsou komplexné sdruZené.

RozloZeni n-tych odmocnin z 1 znazornuji obrazky 1, 2 a 3. Obrazek 1
ukazuje 8. odmocniny z 1 a ma slouzit k ilustraci rozloZeni n-tych odmocnin pro n

délitelné 4.
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Obr. 1

Z obrazku je vidét, Ze v prvnim kvadrantu leZi odmocniny cos ¢« + i sin ¢px pro k =
0, .., n/4 - 1 a Ze vSechny n-té odmocniny jsou komplexni jednotky tvaru

(3) *cos ¢grxisingr (k=0,..,n/4-1)

Obrazek 2 ukazuje 10. odmocniny z 1 a ma slouzit k ilustraci rozloZeni n-
tych odmocnin pro ta suda n, ktera nejsou délitelnd 4, n =4m + 2. Ve

zobrazovaném pripadé je tedy m = 2.
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Obr. 2

Z obrazku je vidét, Ze uvnitr 1. kvadrantu lezi odmocniny cos ¢« + i sin ¢ pro k =
0, .., m -1 adale Ze v tomto pripadé n-tymi odmocninami jsou ¢isla i a -i, ktera
leZi na hranici 1. a 2., resp. 3. a 4. kvadrantu. VSechny n-té odmocniny jsou
komplexni jednotky tvaru

(4) tcos ¢prrisingr (k=0,...,m-1,m=(n-2)/4)

a dale cisla

Obrazek 3 ukazuje 5. odmocniny z 1 a ma slouZit k ilustraci rozloZeni n-
tych odmocnin pro licha n. V tomto pripadé mezi odmocninami je pravé jedno
realné Cislo, a to -1. Liché odmocniny z -1 tak nejsou symetricky rozloZeny kolem
imaginarni osy. Nad realnou osou leZi odmocniny, u nichz ve vyjadreni (1) je k <

(n-3)/2; pro k= (n-1)/2 je
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dr=180°/ n + (n-1)360°/(2n) = 180° (1/n + (n-1)/n) = 180°,

=5

Obr. 3

coz odpovida hodnoté odmocniny -1. Pro liché n jsou tedy vSechny n-té

odmocniny komplexni jednotky tvaru
(5) cos ¢pxxisingx (k=0,..(n-3)/2)

a dale cislo
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Soucin korenovych Ciniteli s komplexné sdruzenymi

komplexnimi jednotkami

(6) (x-(cosp+ising)).(x-(cosp-ising))=
=((x-cos¢p)+ising).((x-cos¢p)+ising)=

= (x - cos ¢)2 + sin2 ¢ =\x2—2cos¢.x +1\

Jde o realny kvadraticky trojclen s koeficienty 1, -2 cos ¢, 1.

Pokud je stupen polynomu délitelny 4, ke kazdému korenovému Ciniteli existuje i

Cinitel, jehoZ obraz je s nim symetricky podle imaginarni osy, a tak v rozkladu na

Cinitele se s ¢initelem |x2 - 2 cos ¢ . x + 1] vyskytuje i &initel [x2 + 2 cos ¢. x + 1].

Pokud je stupen polynomu délitelny 4 se zbytkem 2, ke kazdému korenovému
Ciniteli, ktery neni ryze imaginarni, existuje i Cinitel, jehoZ obraz je s nim

symetricky podle imaginarni osy, a tak v rozkladu na ¢initele se s Cinitelem

‘XZ— 2cosgp.x + 1‘ Vyskytujeif’:initel‘x2 +2cos¢.x + 1‘.

Rozklad binomu x” + 1 télese realnych cCisel pro vybrana n

Vyuzivame vyjadreni funkci sinu a kosinu 60°,90° a 108° (vrcholové uhly
pravidelného trojdhelniku, ¢tverce a pravidelného pétidhelniku (viz [1])), a dale
uhli z téchto vzniklych (pripadné opakovanym) s¢itdnim, od¢itdnim a ptlenim,
pomoci celych cisel, télesovych operaci a druhych odmocnin. Takto lze vyjadrit
koeficienty u x v kvadratickych cinitelich tvaru (6) pro n=4,5, 6, 8,10, 12, 15, 16,

18, .... Nejmensi n, pro néz to nelze, jen = 7.
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xt+1=(x2+xV2+1).(x2-xV2+1)
x6+1=(x2+xV3+1).(x2-xV3+1).(x2+1)

x8+1=(x2+xV(2+V2) + 1).(x2 - xV(2+V2) + 1).
(x2 + xV(2-V2) + 1).(x2 - xV(2-V2) +1)

x10 + 1 = (x2 - x V(10 + 2V5)/2 + 1).(x2 - xV(5 -V5) /V2 + 1).
(x2 + x V(10 + 2v5)/2 + 1).(x2 + xV(5 -V5) /V2 + 1).(x2 + 1).

x3+1=(x2-x+1).(x+1)
x5+1=[x2-0,5(1+V5)x + 1].[x2 - 0,5(1-V5)x + 1].(x + 1)

X+1=(x2+ax+1).(x2+bx+1).(x2+cx+1).(x+1),
kde a, b, c jsou koreny rovnice! n3+n2-2n-3=0

Koeficienty a, b, ¢ nelze v tomto pripadé pomoci celych ¢isel, télesovych operaci a odmocniny vyjadtit.

Rozklad binomu x” + 1 v télese realnych cisel

Oznacme
¢r=180°/n + k.360°/n
a) nsudé, délitelné 4; n = 4m (vyuzivame vztah (3))

(x7 + 1) = [Tk=0™"1 (x2 - 2 cos ¢r. x +1).(x2 + 2 cos ¢r. x + 1)

b) nsudé, nedélitelné 4; n = 4m + 2 (vyuzivame vztah (4))

(xn+1) = (x2 + 1).I1k=0m"1 (x2 - 2 cos . x +1).(x2+ 2 cos px. x +1)

"Je zndmo, ze x” + 1 = (x + 1).(x6 - x5 + x* - x3 + x2 — x + 1); pro sedmiclen (x6 - x5 + x4 - x3 + x2 - x + 1)
hledame rozklad ve tvaru (x% +ax + 1).(x% +bx + 1).(x2 +cx + 1); roznasobenim zjistime, Ze koeficienty a, b, ¢
jsou koteny rovnice n3 + n2-2n-3=0.
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c) nliché; n=2m+1 (vyuzivame vztah (5))

(xn+1)= (x +1). [lk=0™1 (x2 - 2 cos ¢x. x +1).
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