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Vypolitejme jeSté jednu limitu, tentokrat s parametrem.
Parametr oznacime c¢ a budeme pozadovat, aby c > @
A proménnou pro zménu neoznacime x, nybrz h.

Poc¢itejme limitu:

v(c + h) - Vc

Dosadili-1i bychom h = @, bude v citateli i ve jmenovateli @, a tak nam
nezbyva nez limitu pocitat. Budeme si pocinat obdobné jako posledné, kdyz
jsme pocitali limitu rozdilu odmocnin; zlomek rozSirime souctem

v(c + h) + Vc; tedy

[V(c + h) - Vc][ Vv(c + h) + Vc] (c+h) -c
L = limm ——————————————————————————————— = mmmmmmmmmmmm—mm— - - =
h.[ v(c + h) + Vc] h.[ v(c + h) + Vc]
h 1 1
C hLV(c+h) +ve]l  V(c+h) Ve 24c

Predposledni rovnost: kratili jsme proménnou h

Posledni rovnost: Zde Slo dosadit h = @

Geometricka interpretace je na obr. 7.1.1

Vécna interpretace: Tato limita ukazuje rychlost, s jakou se méni hodnota
funkce "odmocnina" v zavislosti na hodnoté proménné, kterou jsme oznacili ¢
(povazovali jsme ji pri vypoctu limity za konstantu, ale touto konstantou
mize byt libovolné kladné ¢islo, tedy libovolné c¢islo z vnitrku definiéniho
oboru (@; +«) odmocniny (tj. nikoli hraniéni hodnota x = 0). Vypocitali
jsme derivaci odmocniny.

Fyzikdlni interpretace derivace:

Derivace drahy podle casu je okamzita rychlost.
Derivace rychlosti podle ¢asu (tedy druhd derivace drdhy) je zrychleni.
Derivace mechanické prace podle casu je vykon.
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Derivaci funkce f ve vnitrnim bodé c jejiho definicniho oboru rozumime
(oboustrannou) limitu

flc + h) - f(c)

Pro f(x) = Vvx dostaneme pred chvili pocitanou limitu.

Za c tedy dosazujeme libovolny vnitrfni bod x z definicniho oboru funkce f,
a tak z funkce f odvodime novou funkci, kterou oznacime f' - je to derivace

funkce f.
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Pravé jsme si odvodili "vzorec" pro derivaci odmocniny. Ten je ovsSem
zahrnut v obecnéjsim vzorci pro n-tou mocninu (n = 0,5). Odvozovat si
takovy vzorec pro vSechny elementarni funkce by bylo docela pracné, to se
déla treba na Matfyzu; my prijmeme vzorce tak, jak jsou v ucebnici v oddile
4.1 (2019: str. 105; 2013: str. 99). Vam nezbyvd, nez se je naucit. Par
poznamek k nim:

a) D(arcsin) = (-1; 1)-uzavreny interval;pro jeho derivaci plati:

D (1/Vv(1-x?*)) = (-1; 1) - otevreny interval

Pozor vSak: logaritmus je definovan jen pro kladné hodnoty argumentu; vyraz pro jeho
derivaci ma smysl pro vSechny nenulové hodnoty argumentu - pri resSeni prikladi byva dobré
si uvédomit, ze - pokud jde o derivaci logaritmu - zajimaji nds jen kladna x

b) Derivace funkci 1n a cyklometrickych, tedy zac¢inajicich arc-, je
vyjadrena algebraickym vyrazem, zatimco exponenciala a goniometrické funkce
nikoli

c) Vzorec pro derivaci funkci tg, cotg mlzZeme snadno odvodit pomoci
pravidla pro derivovani podilu, derivace a* se da odvodit s pouzitim
pravidla pro derivaci slozené funkce.

Derivace je linearni operace, tedy pro funkce f a g a konstantu (tj. ¢islo)
a plati

(f+9) =f +g9’

(f-9) =1 -g'

(af)' = a.f'

Pro soucin a podil funkci plati slozitéjsi vztahy. Nez se jim budete
vénovat, vypoclitejte si z ucebnice z kap. 4 ulohy 1 a, ¢, f, g

Derivace soucinu

(f.g9)' =f.9 + f.g'
Priklad

(x2.sin x)"' = 2x.sin x + x%.cos x

Derivace prevrdcené hodnoty

(1/9)' = -g'/g*
Priklad

(1/eX)"' = - e/(eX)? = -1/e¥
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Derivace podilu

(f/9)' = (f'g9g - f9')/g*

Priklad

Pripominam, Ze derivaci sinu je kosinus a derivaci kosinu "minus sinus"”
tg x = (sin x / cos x )' = (cos x.cos x - sin x.(-sin x))/cos? x =

(cos? x + sin? x)/cos? x 1/cos? x

Ted mizete reSit ostatni Ulohy ze cviceni 1

Ddle uz rezignuji na snahu rozliSovat v matematickém textu stojaté pismo a kurzivu,
omlouvam se za to.

Derivace sloZené funkce

Co je slozena funkce?

Podivejme se na funkci

y = f(x) = sin x2

Vypocet hodnot funkce f se sklada ze dvou kroki:

X » x? (druhda mocnina - "vnitfni funkce")

x? » sin x? (sinus - "vnéjsi" funkce)

Derivace slozené funkce je rovna soucinu derivaci jednotlivych funkci.
Derivace druhé mocniny (x?) je dvojnasobek (2x)

Derivace sinu je kosinus; pozor, argumentem sinu zde neni x, nybrz x2.

Tedy
f'(x) = (sin x?)" = cos x* . 2x = 2x cos X?

Pro porovnani derivujme

(sin x)? = sin? x  (to je rovnocenny zapis téhoz)

Vnitrni funkce sinus; jeji derivace: kosinus

Vnéjsi funkce: druha mocnina; jeji derivace: dvojnasobek

(sin? x)' = 2 sin x . cos x = sin 2x

Posledni uUprava uz nesouvisi s derivovanim, jde o pouziti goniometrického
vztahu pro sinus dvojndsobného argumentu

Poc¢itejme derivaci funkce 1ln(5x)

(In(5x))" = (1/5x).5 = 1/x = (1n x)'
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MoZzna je to na prvni pohled prekvapeni: Derivace 1ln(5x) je stejna jako
derivace 1n x. Uvédomme si vSak, Ze 1n (5x) = 1n 5 + 1n x, tedy funkce 1ln
(5x) a 1n x se 1isi o konstantu (1ln 5); dvé funkce, které se 1isSi o
konstantu, maji stejnou derivaci, nebot derivace konstanty je ©.

A ted si uvedeme jesté podobny, ale zajimavéjsi priklad. Pocitejme derivaci
funkce f(x) = arctg (-1/x). V poznamkach cve6-2 jsme pocitali limity této
funkce v krajnich bodech jejiho definicniho oboru.

U prikladd na vypocet derivace se zpravidla definicnim oborem nezabyvame s tim, Ze
vypocitame derivaci pro vsechny vnitfni body definicniho oboru derivované funkce

Vnitrni funkce: -1/x;
pro jeji derivaci plati (-1/x)' = (-x1)' = -(-1.x2) = 1/x2

Vnéjsi funkce: arctg

Tedy f'(X) = ------------- ¢ oTmm = mmmmmme-
1+ (-1/x)?2 X2 1+ x?

(Posledni rovnost je zalezitosti algebraické uUpravy. Udélejte si ji podrobnéji.)

Vychazi nam f'(x) = (arctg x)'. Pri tom: D(f) # D(arctg); arctg je
definovan pro vSechna redlna ¢isla, naSe funkce f neni definovana pro nulu.
A nemGzeme tvrdit, Ze by se tam, kde jsou obé funkce definovany, se 1isily
o konstantu. Vyuzijme k tomu vypocet limit funkce f v krajnich bodech
jejiho definic¢niho oboru, viz cvee6-2.

limgs F(x) = © limy- arctg x = -m/2
limye- f(x) = m/2 limee arctg x = ©
limgses F(x) = -m/2 limy.e arctg x = 0
lime. F(X) = © limy. arctg x = /2

U funkce arctg, ktera je v @ spojita, jsou limity v @ zprava i zleva stejné
a jsou rovny funkcéni hodnoté.

Derivace funkci f a arctg jsou stejné. Jejich rozdil by mél byt konstantni.
On konstantni je, avSak nikoli na celém spolecném definicnim oboru, jimz je
"dérava" mnozina (-«, ©) U (0, «), nybrz na kazdé jeho souvislé cdsti; na
intervalu (-», @) je

f(x) - arctg x = n/2,
zatimco na intervalu (0, «) je
f(x) - arctg x = -n/2.

Lze rici, Zze informace, kterou nam derivace da, nedosahne za "diru v
definic¢nim oboru", tyka se jen intervalu, nikoli sjednoceni intervald.
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Pocitani derivaci je mechanicka zalezitost. Neni to nic moc zazivného,
nelze néjak sofistikované délat zkouSku, avSak nevyzaduje to premysSleni -
dilezita vsSak je pozornost (neudélat chybu).

V pristim textu (snad vyrazné kratSim) se jeSté k pocitani derivace slozené
funkce vratime.



